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(с. 505) 


ь 
Вычисление интеграла Г7едах (с. 511) 
а 


Вычисление площади криволинейной трапеции 
(с. 515) 


Вычисление площади фигуры, состоящей из комби- 
нации криволинейных трапеций (с. 519) 


Дорогие друзья! 


Книга, которую вы держите в руках, научит вас самостоятель- 
но решать примеры и задачи по алгебре и началам математическо- 
го анализа, если вы выполните мои советы: 


1. Прочитайте по школьному учебнику нужное вам определение 
понятия и постарайтесь разобрать его суть с помощью этой книги. 


2. Найдите в книге нужный алгоритм решения для данного за- 
дания по данной теме и выполните его по шагам; если какая-либо 
операция уже выполнена, то перейдите к следующему шагу, пока 
не придете к ответу. 

В книге приведены направляющие, т. е. указывающие но- 
рядок выполнения действий, алгоритмы, поэтому предполагается 
достаточно свободное их применение внутри каждого шага. 

Напомню, что «алгоритм — это совокупность четко опреде- 
ленных правил для решения задачи за конечное число шагов или 
последовательность выполнения действий при решении зада- 
чи». Вы должны овладеть алгоритмами решений типовых задач. 
Если в применении алгоритма возникнут трудности, то сначала 
изучите примеры, решенные с помощью этого алгоритма, а затем 
выполняйте задания, применяя алгоритм. Примеры надо решать 
по правилу, которое задает алгоритм, а не но образцу решенного 
примера. к 

Алгоритмы развивают логику, являются основой составления 
программ в работе с компьютером; алгоритмы используются в лю- 
бой сфере деятельности человека. 


3. Если при решении примера необходимо применить формулу, 
а вы затрудняетесь в ее выборе, то найдите таблицу формул по дан- 
ной теме (в конце книги), определите последнее (как правило) дей- 
ствие в примере и по внешнему виду примера подберите формулу. 
Выбрав формулу решения, обязательно запишите ее рядом 


Е ат прыщи < 


с примером справа. Отметьте в примере ЕЕ - а И 
примените формулу к решению данного пример Уви- 
С ВЕ НО решения примера в сжатом зы Вы 
только применяете формулу, а решает пример формула. При про- 
писывании формулы вы получаете сигнал в мозг — как решать, 
Главное — не зубрить формулы, а уметь их понимать и применять! 
Учить формулы не надо, их «выучит» рука. Прописывание формул 
раскрепощает ваш ум, вы работаете без напряжения. 


4. Помните, что необходимо математически грамотно оформ- 
лять свои решения: уметь записывать кратко условие задания и 
что требуется найти, выделять главную мысль, а вспомогатель- 
ные решения, формулы и необходимые теоретические пояснения 
удобно записывать справа за вертикальной чертой, чтобы вы мог- 
ли воспользоваться своим решением при повторении и грамотно 
оформить работу на экзаменах. 

Умение объяснять свои действия в математике поможет и в жиз- 


ни мотивировать свои поступки. Условные обозначения в книге та- 
кие же, как в школьном учебнике. 


5. Материал в книге расположен по темам, поэтому вы легко 
найдете нужный вам раздел по оглавлению. В книге даны решения 
некоторых экзаменационных материалов (ЭМ), примеры решений 
заданий, предлагавшихся на Едином государственном экзамене 
(ЕГЭ), а также задания для самоконтроля с ответами. 

Надеюсь, дорогие друзья, что с помощью моей методики вы 
усвоите необходимые алгоритмы решений, научитесь отыскивать 
жете самостоятельно, без репетитора, 
по алгебре и началам математического 
но и при поступлении в вузы. 


анализа не только в школе, 


С любовью к вам 
Автор 


( 
р 
|} 


ЧАСТЬ 1 


Глава 1 
Расширение понятия о числе 


Числа, изучаемые в школьном курсе 


№ — множество натуральных чисел: 1, 2, 3, ... 
7 — множество целых чисел: 0; +1; +2; ... 


т 
© — множество рациональных чисел: дроби — , гете й, пЕ №; 
п 


любое рациональное число может быть записано в виде бесконечной 
десятичной периодической дроби. 


Например:а) Е = 0,666... =0,(6); 6) 5 = й =5,000... = 5,(0); 
—1 
в) -1= — =-1,(0 
) з (0) 


Иррациональные числа: бесконечные десятичные непериодические дро- 


т 
би (л, /2, е, ...); их нельзя записать в виде дроби — ‚ где т е Я, пе М. 
п 


Е — множество действительных чисел: бес- ОЕ 
конечные десятичные дроби (периодические Е 
дроби — рациональные числа © и непериоди- 
ческие дроби — иррациональные числа). 


Комплексные числа: 
2=а+@ — комплексное число, гдеаиб — 
действительные числа, & — мнимая часть 


числа (1=/-1; # =-1). 
Рис. 1 


Например: 2=2-& 2 = 0 + 0%, 2 = 51 — ком- 


плексные числа 
Схема соотношения между множествами чисел дана на рисунке 1. 


Глава Г. 


Расширение понятия о числе 


Действия над действительными числами 


Основные действия над действительными числами 


1. а+6 =с< сумма (результат) 
ай 
действие | 
сложения | 
2. а:6 =с < произведение 
—— 
действие 
умножения 
3. а’ =с<- степень 
-— 
действие 


возведения 
в степень 


Действия над действительными числами, 
обратные к основным действиям 


1. а-6=с<— разность 2. а:6 =с<— частное (6 =0) Ш. 
действие действие Ц 
вычитания деления 


3. Ча=Ь < корень, пе М 4. 108,6 =с< логарифм (6 > 0, а>0,а+1) 


действие 


извлечения действие 


логарифмирования 


корня 


Степень числа 


записывается в виде равенства: 
роназатель степени (ре В) >аг-ьо_ степень (6 > 0) 
(а> 0) — основание степени 


_ Степень числа а (а > 0) может быть записана по-разному в зависи- 
мости от показателя г (см. с.Т). 


а 


Показатель 
степени г 


г=п,пЕМ, 
ей, 


5 г==— Е г у 
. р 8 
[ 23, ` 
О 
1=2-3: 45; ть 
Е ааа м 
—— 
6 |г=а, аа аа 34 < 3 < 315 
а — иррациональъ- | а" < а" < а“ 


ное число 


а — рациональное приближение о. с недостатком 
ой — рациональное приближение © с избытком 


Полезный совет. Помните, что можно читать формулы (1—6) 


как слева направо, так и справа налево. 


Глава Г. Расширение понятия очи, 


льными показателями 


й й ействите 
Свойства степеней с д ря В) 


(а>0, Ь>0, с>0, Г, 
а?" 6.7” =а’ а 
. а *+а = 
даа’ =а " 
З@’=а’” 
4. (а-6-с)’=а’ 6” -с : 
Рае а (а ь=0 
5. [2] = ,6 #0 10. -[8) 
11. Если 0 <а<фиг> 0, тоа'< В’; еслиг < 0, тоа —- 
12. Еслиа > 1иг<р, тоа' <а’; если 0 <а<1,тоа >а 
13. Еслиа> 0, а=1иа’=а’, тог=р 


7. '=а’:а 
8. а” "= (а’)' =(@) 
9. а”. В’ = (а 5)” 


Замечание. Формулы (6—10) — это формулы (1—5), записанные 
| справа налево соответственно; с ними удобнее работать, когда они 
прописаны. 


Алгоритм & 


1. Если пример состоит из одного действия, то запишите справа нуж- 
ную для решения формулу и решите по ней пример. 


Например: 78 7 74 Е 18+4 ть 77 


а’ Е аР = ие р 
| 2. Если пример состоит из нескольких действий, то определите поря- 


док деиствий и начинайте выполнять решение с последней ступени: 


а) выполните действие возведения в степень произведения, при- 
ф г 
ы ва ‚. к с’(формулу запиптите справа за 
чертой); 


6) возведите степеньв степень, п 


рименив форм 2)" д?. иесли 
основание степени — составное Формулу (а”)'=а”, 


от 


$ 1. Степень числа и 


в) выполните действие умножения (деления) степеней с одинако- . 
выми основаниями, применив формулу а’ +а’= а”*? (илиа':а’= 
=а”_ 2); если несколько множителей или делителей, то запиши- | 
те одно основание с показателем, равным сумме или разности 


показателей в зависимости от формулы а’ -а?=а”'’илиа':а’= 
г-р > 
ни». 


а 
2.32.9-1 ы 
Е 8 8. 0--Со —30.2=1.2=2 


3. Если есть степени с одинаковыми показателями, то умножьте сте- 
пени по формуле а” - В’ = (а -6). 


Например: 


4. Выполните действие сложения полученных результатов. 


5. Запишите ответ. 


Замечание. Если какой-либо шаг алгоритма оказался не нужен, 
то переходите к следующему шагу, пока не придете к ответу. 


Примеры 


Вычислите. 
1 т 5 Зы 1 
1. (5°)* 2. ЭМ. (275.25.2)8 а 
93 52.98 
в 21 _8 
4. ЕГЭ. (0,001) +27 * +(6°)'.2-3“.81 2.21 
Решение. 
т = 8 
г (52) =52 =52 (а`)? =а? 
1 6 
2. 1) Возведем в степень произведение: 95.995 
а Же 65 Е 
(275.25 ,2)8 = (2175) -(25)8 (абс) =а *6 *с 


И 


а. 
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10 ЧИсль 


2) Возведем степени в степень: 


1 
— 21° 5.258 —212.21 -3°`3.2-31.2-6 (а = а” 
Ответ: 6. 
3. 1) Умножим дроби: 
ЗЕ ВЕ: 
52.82 84 52.82.84 а. с_а с 
ттт = Г 


т Е Е ь 
93 52.98 93.52.96 


2) Умножими разделим степени с одинаковыми | а’. аР=а”*2 


основаниями: а” о 
м п 6 
=52 2.812 4.0 \3 6 =5'.83.9 2 — 1 
—= а" 
3) Вычислим полученное произведение: -. 
1 2 (а’Р ьЕ ат 
=5-(2°}з -(3°) 2—5.2.3-1 _10 
3 
Ответ: №0: 
3 
4. 1) Запишем основания степеней в виде степе- 
ни с наименьшим основанием: 
оАЬ 7 58) 
((0,1)*) 3+ (38°) 2-8 -(3*) 2.33 — (а’Р-а” 
2) Возведем степени в степень: 
= (0,1) *+37+2-3*.3-8.38 — а°=1;1"=1 
3) Перемножим степени: ей 
ы 10487 +2819 =10+9/ +23 Ч. а 
|| с С 
. 4) Сложим результаты: НИР" Ее 


= ОЕ =12 
Ответ: 12. 


$ 1. Степень числа 11 


Преферь сед! 


1. ЭМ. Вычислите: 104.40%.5 2 


_2 мт 
2. ЕГЭ. Вычислите: 3*.27 3.9—27 13 +(8°) .2+(0,125) 


1 8 
3. ЕГЭ. Упростите выражение 1,4а' :2а'. Ответ выбрать из выра- 
1 


9 1 
жений: 1) 0,Та-'; 2) 2,8ат ; 3) 0,Та? ; 4) Таз. 


Ответы: 1.2.2. 6. 3. Номер верного ответа: 1. 


Упрощение алгебраических выражений, 
содержащих степени 


Общего алгоритма решения таких примеров не существует, но 
можно предложить несколько полезных советов к решению. 


1. Разложите выражение на множители по формуле 
а? — 6? =(а-В)(а- 5) или аз + 63 = (а 5)(а? таб +97) и др. 
Полезно знать формулы сокращенного умножения для а + 5, запи- 


санные через степени: 
1 1 1 


1 1 1 
а—65= (а? — (62)? = (а? -5* а? +5°) 
1 1 а 
а—6 (28—63) = аз чай" +5”) 
1 1 и 2 
аб (ав +68 = +6 а фа" +") 


а 1 а 11 
а2—62 = (а?) (6? )° =(а* —62)(а+а25? +5) 
а 2 2 Я а 
а8—63 = (а) (63) =(а* — 63) (аз +63) ит. д. 
ан один из множителей какой-либо формулы, то 


Если в примере д 
какую формулу надо применить. 


постарайтесь догадаться, 
2. Если есть общий мно 
его за скобки, чтобы «увидеть» формулу: ° 
3. Сначала упрощайте дроби, а затем выполняйте действия. 


житель в каждом слагаемом, то вынесите 


1 


Решение. 


1) Вынесем общий множитель аб за скобку 
в числителе дроби: 


т - а 7 
В З Е 3) 4 и 1 
АЕ Е: в +5) = (а5} = абЗ:а6=а'63 '—ьз 
а3 +53 аз + 5 (разделим на него 
2-1 слагаемые) 
= а26? (аб) = а’5’ 
8 ТТ тт 
2—р2 212 2р2 т 
2) А +6 х 8—3 = 
52 а? 6? =(%-у@? + хучу) 
а. 11 1 1 
3) а+а?52 +6 -а?262 = а+Ь х=а? у=Ь? 
1 
ев 1 р 
(а) а+Ь и тЫ 
Ответ: 1. 
г 1 
т Найдите значение выражения те Е вещие = 9, 
а И: 
Решение. 
ВА : 1 1 1 
ь х? — у?) (х? + и? Бур ав ева 8 2 — 
ола. ее и") 


в т 
У? +х? 22 


Е: 1 4 

2—р2 | аб-а3 +аЬз И 
1 

2 


1 
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12 
О —до—о—щр 


1 1 1 1 
=(х? = 42 )(х2 + у?) 


$ 2. Корень п-й степени из числа 


; : - : 1 1 1 1 


=? у? +@-х2) = 2 у? 41-22 =1-у2 а 


ре 


2) 1-у? =1-49 


Ответ: -6. 


=1- (2 =1-7=-6 


0,5 


1. ЕГЭ. Найдите значение выражения И ду" ‚ еелиу= 18. От- > 
/"+4 у-16 в 


вет выбрать из выражений: 1) 9(4+3\2); 2) -5; 3) 4+3\/2; 4) 9. 
4 4 
3 3 
2. Упростите выражение ао ы те 
а3+65° а353 


Ответ: 1. Номер верного ответа: 4. 2. а363. 


Поеродн ле ремили! 
са 


аЗ—53 аз -а363 +93 


Упростите выражение 1 ее 
аз —53 аз +53 


Ответ: а? +1. 


’} Корень п-й степени из числа 


м корнем натуральной степени 
аа (а > 0) называется такое 
6>:— а 


Арифметически 
цательного числ 
ь(6>0), что выполняется равенство 


Определение. 
п (п > 2) из неотри 
неотрицательное число 


. 


ива 
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ям 
Символически определение арифметического корня можно запи. 


сать так: за 
а =, еслиа>0,6>0иб =а 


еский корень; число ЕО 
: У81 =9. Число 9 — арифметич 

И 19 г кому корню. 9/27 =—3. Чис 
корень, противоположный арифметичес | 


ло (-3) не является арифметическим корнем. 4/0 =0, 31 =1. Числа 0 и 


1 — арифметические корни. 
Из определения арифметического корня следует: 


а>0, (49а) =а и За" —=а 


Замечания 
1. Извлечение корней нечетной степени из отрицательных чисел 
сводится к извлечению корней той же степени из положительных 


2 =. 2 = —2* а], еслиа<0 


Например: 3/-125 — —9/125 = —5, так как (-5)8 =-125 

Иначе: знак «минус» можно вынести из-под знака корня нечетной 
степени. 

2. Чтобы проверить, верно ли найден корень, надо число В возвести 
в натуральную степень п, иесли получится число а, то корень найден 
верно. 

Например: пусть 416 =3, тогда 34 = 16, что неверно, и число 3 не 
является корнем 4-й степени из 16, а 24 — 16 верно, значит, число 2 — 


Свойства арифметических корней п-й степени 


а20,6>0, п, Е, т — натуральные числа, ббльшие 2 
1. а = уо"" 2. "а" = ут 
3. (9&)"=а 4. а=/а" 
5. (уе) = 6. {/** ал 
7. За" =, асек в [= а", [|= У. вев 


9. 2+ а" =а 10. а= р яз # бе 


0 


$ 2. Корень п-й степени из числа 


11. Уаь =Уа-5Ъ 12. Уа- 5 =Уаб 
а Ча “Га 
паев, ь-о У: 
ь о 14. тва. 


5 
15. УУ/а ="Уа 16. "/а = Уа 
17. ЧаЪ = а“ 18. Уа>ЗЪ, еслиа>Ь 


Свойства арифметических корней применяются при преобразова- 


нии выражений, содержащих корни. 


1. Внесение множителя под знак корня 

1) а =4/а"-ь, еслиа> 0 

Например: 3/2 = 3133.2 = 354 

2) а =" -ь, еслиа < 0 

Например: _24]3 = 424.3 = 4/48 

2. Вынесение множителя из-под знака корня 
1) а" -6 = |4. 

Например: + (-2) .3 =|-2- 43 =2.4]3 

2) "Ча" -ь =а-*" 6 

Например: 333.2 р: 

3. Освобождение дроби от ирраци 


п]|уп-Е 
а _а\Ь в<п,5>0 


$ с 
) зу" 
3.9/2 


Например: —=== 
2 


ональности в знаменателе дроби 


5 _ 500+) _ 0. 


Например: люб 10-5 


Глава Г. Расширение понятия ) числ 
16 
а аб + М) 
= в 
3-8 _ 8-48? + 46 +42°)_ = 83/9 +36 +34) 
Например: 98 > 3—2 


а-(Уа +35) 
о ат 


Полезный совет. Если применяете основное свойство корня 


"Уа” =Уа, то помните, что под знаком корня четной степени должно 
быть число а > 0, поэтому, 


а?" — =||. 
Например: {22 = 2 = 


4. Вынесение за скобки общего множителя, применив формулу 
аб = а 


Например: УЗ 3-15 


записывая результат, ставьте знак модуля: 


Вычислите: 3 о 0 0+3.Л80. 
Решение. 
85-168 а ра. 1-4 Уа 


Е 5-5. 25 +3-2-3/5 - Б_ №5 +185 — = 225 а, а>0 


И 
р 


3, ВЫ 


$ 2. Корень п-й степени из числа т 17 


Алгоритм 


1. Приведите корни к одному показателю, пользуясь формулой. 


"а" = За или ай = а", дев, по, 3,4, ...тЕМ_ 


2. Упростите корни, пользуясь формулой а” =а/а”", т>п. 


3. Выполните действия умножения и деления корней по формулам Е -З 
а 
/а-УЪ =Уаб и Ча: = 


4. Извлеките корень из корня или из степени, пользуясь формулами 


%/а?"* = а, ЗПГо = а, Чьуа =УМьа = а 


5. Сложите корни с одинаковым показателем и с одинаковым подко- 
ренным выражением (сложив множители перед корнем и = 
сумму на общий корень). 


Например: 2/8+3/3-3 =@+3-5)8 =4,5\/3 


6. Если подкоренные выражения различны, то вынесите общий мно- 
житель за скобки (если это возможно). 


Например: \55-\5=/11.5-15= \1.5-№= №5.(Л1-1 


Замечание. Корни можно записать в виде степени с рациональ- 


т 


ным показателем: \/а”" = а" — и применить свойства степени. 


5. 


1. Выполните действия: 8. . 


Глава 1. Расширение понятияд 
18 


Решение. 
1) Приведем корни к общему показателю: 


8 


6 6 
р я нако- 3 = 33 — 5/38 
Умножим и разделим корни с оди #2 
выми показателями: За : ЗЪ =Уаб, < „@ 


93° -8° убит 955 _3 а" ата’ =а”*"-" 
3 


2) Или запишем корни в виде степеней и 
выполним действия: 


на 49 -3°, 3-8, в 
36 

Ответ: 3. 

2. Сравните числа 4/4 и 3. 

Решение. 

1) Приведем корни к общему показателю: 

$74 = 943 — 5/43 — 64 НОК (3, 4) =12 

3—8 34 = 534 — 981 12:3=4;:12:4=3 


2) Сравним корни: {а = “а” 
$64 < 381 > 3/4 <33 (а > УЪ, еслиа>ь>0 
Ответ: $4 < 353. 
3. Вычислите: 1) /12°.3°;2) 1 МТ; 3) $32.53 . 38.52. 
Решение. 
1) 912°.3° = 12°. 135 =12.3—36 2-6 = Ув. 

-2) 12. Л = 127 Аб _ 

= 6. 72 = 4.7-28 


Уа” =а 


Уа-5Ъ = /а5 


3) $3? 53 -/3°.5? = 32.58.3852 _ а = уаз: За" =а 
= 93° 555 —3-5-15 


Усле 


$ 


0 


уу 


Г тип. В знаменателе дроби стоит корень Ча’, пЪЕ, п, Е ет а> о. 


1. Умножьте числитель и знаменатель дроби на корень \а” ‚ что-— 
бы в знаменателе получить 4/а” =а; за чертой запишите форм 


ь 5" 


а а 


2. Если можно, то сократите полученную дробь. 


Например, освободим знаменатель дроби от иррациональности: 


5х 3 4 
)——;0) =;в) == 
5/3 8 3/2 
Покажем подробную запись. 


5х 5х. х2 хх 5/2 5 3.5/2 = 5/8 Х 
Е ее ЗУ? =) = 


Замечание. Можно сразу применить формулу 
в 


3-38 4 а 
Е а ат 


в 


6) 


П тип. В знаменателе дроби стоит выражение 


/а+\ или Ма+ь 


1. Умножьтечисл 
знаменателе, 
(сопряженное), 


итель и знаменатель дроби на выражение, стоящее в 
но с противоположным знаком перед вторым числом 
чтобы в знаменателе получить разность квадратов 


(№) -(#) =а-вВили (№) 6 =а-ЬВ?, т. е. такое выражение, ко- 


торое не содержит корня. 


2. Упростите полученное выражени 
би всегда будет разность двух чисел. 


е. Заметим, что в знаменателе дро- 


Глава Г. Расширение понятия о ь.. 
Ле 


ти знамен 
Например, освободим от иррациональное атель роб, 


1 . 
| Е БВ 5 __ 50-\№) 
| +В 6Б+16-) |\-ф а 
| 6-8 3 

| г 68 2 


Ш тип. В знаменателе дроби стоит выражение 
И 2+3 или За? +З/аЪ + 5? 
| В знаменателе дроби надо получить выражение (4) + (5 ] =а+5, 


ии поэтому будем умножать числитель и знаменатель дроби на недоста- 
| ющую часть формулы: 


+ (+ (а* -а6 +) или а? — 5 = (а-Б)(а?+аь+ь) 


Освободитесь от иррациональности в знаменателе дроби (1—2). 


г 


в. а 


й Ре. Е Уа+ь — а+ь 
| р ея 49 5Е 345 

2 ут яр -8- 149- 
8% =3 35 а аи. <) 
г и Чаты аьо 
Е: О. 3—3. 


|| м. 

|} ро ЗЕ 

| $6 9+6 +34 

| Решение. 

он | 


$2. Корень п-й степени из числа 


Вывод. Над корнями можно производить действия: умноже 
деление, возведение в степень, извлечение корня из корня, сложение 
корней одной степени и содинаковыми подкоренными выраже 
корни можно сравнивать. Корни можно записывать в виде стеш 


Уа” =а", а>0,п>2,т=1, 2, 3, ...теЕМ,пЕМ 


1. Упростите выражение. 


ЕЕ 


\№6-\5 +1 №-\2 
2) (ЕГЭ) $/8-а* - (2+4 а?ъ3 } если а >0 


Решение. 


1) 1 3 4 Освободитесь 


46-5 535+ 16-12 ы от иррациональности 
в знаменателе дроби: 
б4/5 9: У\5 = 12 4. \/6 +2 
_ №6 +5 _ Г. с-(Ма=\) 


6—5 5-2 6-2 о 85: 


= 6+45-(45-№)-(№+4)- уа= а 
= 6+ Б-+/2-16-\/2=0 

Внимание! Не забудьте: пишите формулы за чертой! 
2) 3В-аз —(2а+4/а?5*)= аб = ау 
38.0? -(2а+4а? 8) = \Уа” =а 
- 24-24 4-6? = в, а>0 4/а* = а] 
Ответ: 1) 0; 2) 5? а. 


\22-\2 Ма-ь\Ъ 


2. Сократите дроби: 1) и 2) о бь 


че 


га и оо а ча 
тит 


Глава Г. Расширение понятия о числе 


Решение, 1 М22= 1.2 1. 
1) 62-Улт \( УИ р : ] р 
о мя ыы 


6-е (№) -(№)° | де. (45 5 =УУБ-[ув] 
Е А Уа- \ Ча” =" а”* 

_ (4 -\) Е. ху =(х-у(а? +ху+у?) 

- _9а- х=Уа; у=\Ь 

6 В а. /Ь = Уаз — “в 


Ответ: 1) —/2; 2) За + аъ +Ь. 


3. Освободитесь от иррациональности в знаменателе дроби 


Е 
№2 +/+ 
Решение. 
(/2+./3)- 5 


1 Р. 1 Е. ;. 
Вы В ВЕБ 
_ №2 +3-5 Ш. (2+3 -15)/6 АВЕ 
СВ _5 2426 +855 2\/6./6 


Ответ: 6+ 3-56. 
12 


Зе 
4. Упростите (3/а + З/Ъ (аз +68 — З/аь). 


Решение. 
т 
Запишем корни в виде степеней: \/а” =ат. 


Е з 
аа? а +6) аль и ЗА 224 


х= ал, а в Г 
Ответ: а +6. 


омебиве- Язык: числа = 
ре 1 м 
5. Упростите: _@"-а* Ь? о 


4-4 а 


Решение. 
Е. о о Аа” и 
а*—а* = а- а) ьа- 9’) а-аача) о-5а+)_ 


т 5 т 


а^—а* Ь2— ьа а а) а 1) (1-а) Е 
=1+а+1+6 =2+а-+ь 


Ответ: 2+а+6. 


ры 
(ЕГЭ). Вычислите: $/-0,3 . 3/0,09. 

Ответ выбрать из чисел: 1) 0,027; 2) 0,03; 3) 0,3; 4) -0,3. 
Номер верного ответа: 4. 


Пробное 


1. Сравните числа а=-\26 иь=-\ 52. 


1-4. 


2. Сократите дробь В - я . 


знака корня в знаменателе дроби ==. 
3. Избавьтесь от р пи 


1+5Ъ 2-— => 


Оба 


Ответ: 1. а>6. 2. Ъ 


Логарифм числа 


" в) имеет два обратных себе дей- 


Действие возведения в степень (а 


ствия: 
1) извлечение корня (нахождение основания степени а) 


Глава Г. Расширение понятия о ие 
е 


2) логарифмирование (нахождение показателя степени п) 
а" =Ь 
й № 
а=Ъ а>0 п=105.6 
| а*1 


корень 6>0 логарифм 


$ 


° Определение. Логарифмом положительного числа Ь по положи. 
‘тельному основанию а, а * 1, называется показатель степени, в кото. 
рую надо возвести число а, чтобы получить число 6. 

Символическая запись: 
108.6 =п, еслиб =а", или 6 =а *а?, еслиа> 0, а*1,6>0 


105.6 =п <— логарифм, пе Е 
основание логарифмируемое 


_ логарифма число (6 > 0) 
(а>0, а=1) 


гарифмировать число 6 > 0 по данному основанию а > 0, а*1— 
[И 1. 
ти такой показатель степени п =10о8 „6, чтобы 6 =а*?. 


ер: 


= 10853, т.е. 3=5°%53 


рогарифмаа =10, то логарифм называют десятич 


(е= 2,718), то логарифм называют 


\ 


$ 8. Логарифм числа 


Основное логарифмическое тождеет 
Из определения логарифма следует, что 


ода 
а 781? =, гдеа> 0,а#1,5>0 


Вычислите (1—3). 


1. Да" 2. 2510853 3. ЕГЭ. 979255 
Решение. 
И. дЕаТ 1 ава ЫВ (а= 4, 5 т 
о о О п)" п).  юваь 
ор м музею | (“ен — 
т+п т.п, аа -Ь у 


1 1 а =а ‘а 
10502+10&=— 105.2 10552 у 2 ‚ 
355 — 998? 0155 2.0 = 


1 
81 085 55 а 


2 
Ответ: 1.1. 2.9. 3. 81. 


Полезный совет. Чтобы применить основное логарифми- 
ческое тождество, надо обратить внимание на основания логарифма 
и степени. Если основание логарифма не совпадает с основанием сте- 
пени, то приведите основание степени (если возможно) к основанию. 


логарифма или наоборот. з 


Например: 
а) 8°28 — (23) 82° = (22°) =5° =125 (а”)" = (а”)" 
тов с 5 Зов: 02 аа -Ь (а=2, 6=5) 
6) 36" в" = (6°) = а =а": а" 
а“ = 


= (66°)? +10:2=5*+5=30 


Замечания 


1. Логарифм — это показатель 


ющее отношение). 


2. Уравнение а` =В имеет един 


а>0, а=1. 


3. Можно найти только е 
ного числа (6>0 ) по 


п=2.) 


Свойства логарифмов 
(а>0, а=1, Ь>0, В=1, с>0) 


1. аа" =6 
3. 105, а=1 


5. 108, а" =Ё 


72 105, ы = п:105.6 
О 

9. 105 п Ь=—108,6 
п 


11. 105 „ 6" =" о, ь 


13. 105, (6-е) =105,0+108,с 


15. 105, . =105,6-108, с 


лава Г. Расширение понятия о числе 
о ить” 
степени (© гречес 
ственный корень 


динственный логарифм данного положитель- 


данному основан 
108,25=2 — единственный логарифм, 


кого = число, измеря- 
х=108 6, если 6>0 


ию а>0, а=1. (Например: 
так как25 = 5'; 25 + 5", если 


2. Ь= 2” 
4. 105,1=0 


6. Е=105, а’ 


8. т-105,6=108,5” =10й т Ь 


ат 


10. 105. р = —105, = 105, ь'! 


12. 105 и 6" =108.6 


14. 10&,6+108,с=108,(6- с) 


16. 10#,6-10#,с=10&, ь 
с 


Полезный совет. Не забывайте записать формулу прежде, чем 
4 


применить ее. 


$ 8. Логарифм числа - 21 


Формулы перехода от одного основания лот 
к другому основанию (а>0, а=1, 6>0, 6=1, с>0, 


Например: 
1. 10 6= а 
05а х. 108,4 
105.6 
2 1 кВ 105, _ 13 & 
105, а 122 
в № _ №15 
1110 1210 
аа 16-28. шп _ 182 
1ое 1ее 


1. Приведитеоснования логарифмовкодномуоснованиюпо формулам 


105.6 
юе_ ее, Ь; 105,6 = ОБ. 
< п 105, а 


ь с 


105,6 = . 3105,16 ==ю8.6=105.6“ 
105 


2. Числа без логарифмов запиптите в виде логарифмов с общим осно- 
105аЁ 
ванием по формуле Е=105, а’ или через тождество Е=а 2". 


3. Числовой множитель П перед логарифмом (1105.6) запиптите в 


виде показателя степени числа Ь по формуле пой „6 = 1ю# „6“ или 


вынесите его за скобку. 


4. Упростите полученное выражение, если можно, примените 


в 
тождество аа” = В. 


5. Примените свойства логарифмов: 106 + 108. = 108.(6с}; 
Ь 


1ю8.6-10#.с= 105. -ы 

числить логарифм от логарифма, начинайте 
арифма (который внутри) и, постепенно 
ний логарифм. 


6. Если надо вы 
вычисления с первого лог 
вычисляя, найдите послед 


№ 


Глава Г. Расширение понятия © ь. 
Ле 


28 
о 
Например, вычислим значение выр 


= 8 =105,1 = 0 
10#,105,108,125 =105, 105. / 


р первый 
первый 


последний 


: 3 
1. Упростите и вычислите: 1025 2 508 13. 
6 


Решение. 
1) Приведем логарифмы к основанию 6: 


тов „2 ов, 8= ов, 2+ ов, Е Е. = гв, Ь 

2) Вынесем > за скобки: 

= бов, 2+10=,3)= 05.6 + 0#.а= ю#. (аб) 
3) Сложим логарифмы: 


0#.а=1 


2. ЕГЭ. Найдите значение выражения 
(1-10: 08. 2+ 10&,7)-596524 

Решение. 

1) Приведем логарифмы к основанию 2: 


((1-1юв27)юв.,2 +108, 7)-5`%5 м _ 


| [ею 7). 


1 
+1 24 
10=. 14 08, 7 24 = 


$ 3. Логарифм числа 


сеенней 
ев: 


+1 : ха ь 
оз Т =108,7+105,2 


2 


2) Упростим выражение: о 
= (1 -10#.7 + 105,7) .24=1.24=24 10&.6+108,с=10 


Ответ: 24. 


3. Упростите: 1) 105, $2; 2) 105105381. 

Решение. 
1 

1) 1ю&, 2 =108,24 = «ов, 2 = 


2) 10#,105.81=108,4=2 
4 


Ответ: 1) г 2)2. 


Вычислите. 


108: 14108,56 — 
106,30 108,150 = — 


> 


1. 0,5°°*о5* 2702 НЕА 


1 ово4 101058 Тот 2 
4. | 814 2” +2515 |.49 


Ответ: 1. 28.2. 1.3.-21ю814. 4.19. _ 


Вычислите. ое © 
1. "525 + 49 м - ехь -_ 

`` 25-46 — 
Ответ: 1. 10.2.-4,5. в о 


Е 
сширение пон 
Глава Г. Расшир: тия о, 
30 = — 


——— 


Комплексные числа 


Определение 1. Мнимой единицей (1) называется число, Удовлетьи. 


ряющее равенству Ё = -1. 
=а+м,гдеаи 

Определение 2. Числа вида 2=а+01, 
ные числа, # — мнимая единица, называются комплексными, причем 
а — действительная часть, 9 — мнимая часть комплексного числа, 
_ Например: г. =3-21(а=3,6=-2); 2=5+ 0 (а=5,6=0); 2=0+ 
+0,5:(а=0,6=0,5); число 2, = 5 + 0; — действительное, а число г, =0 + 
+ 0,51 — мнимое 

Определение 3. Комплексное число будет действительным, если 
6=0:2=а + 07. Комплексное число будет чисто мнимым, еслиа=0,6=0: 
2=0 + & или просто = = 6. Число вида 2 =0+ 01 равно нулю. 


Ь — любые действитель. 


Определение 4. Два числа а + &иа- 4 называются сопряженными 
комплексными числами. 


Например: 3 + 4и3 - 41; —1 +1и-1-} 

Определение 5. Два числа а+ и -а-Ы называются противопо- 
ложными комплексными числами. 

Например: 5 — 4 и-5 + 41; {и 8 2и-2 


Определение 6. Два числа а +61 иа, + 64 называются равными, 
если а, =ариб, =6.. 


Действия над комплексными числами 


Сложение комплексных чисел 
1. 2+2, = (а+5) + (с+а:) — (а+с)+(6+а): 


Запишите формулу сложения 
плексные числа. 


Например, 2, =2+1, 2, =-3—21, найдем 2, +2: 
ыы 


Я а, = (2-3) (1-2) --1; 


1 д. Г 
ля факультативных занятий и 

дополнительно. : 

го изучения. | 


вот: 


и, 


ом 


$ 4. Комплексные числа 31 


2 ВЕ: сопряженных комплексных чисел есть действительное 
число: (а+61)+(а-81) = (а+а)+(6-6):=2а+0:=2а ы. 


Например: (5+21)+(5-21) =(5+5)+(2-2)1=10+0:=10 


3. Сумма противоположных чисел равна 0: 
(а+1)+(-а-5:) = (а-а)+(6-6):=0+0=0 


Выполните сложение комплексных чисел (1—3). 


1. (3-7) +(6+5) = (а=ы)+(с-+а)= 
=(3+6)+(=7+5)=9-2 =(а+с)+(6+а) 

2. (1-2+(1+0=2 (а+)+(а-м)=2а 

3. (1+2 +@-д=0 (а) +са-ы)=0 


Законы сложения комплексных чисел 


т. Переместительный: 2. +2. =2>2 + 2 


П. Сочетательный: 2, + 22 + 2з= (2. +25) + 2з=21 + (25+ 23) 


Вычитание комплексных чисел 
а. -2ь= (а+)-(с+@)= (а-с)+(-а): 
Например: (3—2) -(-4+1) =(3- (-4))+(-2-1:=1-8 
Умножение комплексных чисел 
1.2. 2, = (а+Ы)-(е+41)= (ас-ва)+(ве+аа): 


2. (а+ы)-(а-ы)=а’ +6? 


плексные числа складывайте, вычитайте и 


Замечание. Ком 
умножайте как многочлены. 


и бы 4 


‚' Е 

. Ге 32 Глава Г. Расширение понятия д числ, 
Например, умножим числа: : : 
а) (8+4) -(-1-)=(3-(-1)-4-(-1))+ (а+5)-(с+а:)= 


+(3.<0+4-(-1):=(-8+4)+(-7):=1-й =(ас-5а)+ (аа+5е); 


5) (2+3) -(2-31)=4+9=13 (а+5:)-(а-ы) =а? +в 


Законы умножения комплексных чисел 


Законы умножения комплексных чисел такие же, как и законы 


умножения действительных чисел. 
Т. Переместительный: 2, 25 = 25.2: 
П. Сочетательный: 2; +2, *2.=2, * (2. * 23) =(2, 22) -2з 
ТИ. Распределительный: (2, + 25) *23=2, *23 +2. * 25 


Е НИ 


Выполните действия: (3+2 -(2-5. 


Решение. 
(3+1). (2-1 =(8-2-1-(-1))+(8-(-1)+1-2); = | (@+5).(с+@= 
=(6+1)+(-3+2):=7-; = (ас -54)+(аа+6е): 


Ответ: 7 - 1. 


Выполните действия: (3 — 21) (1-2 + #-; 
-э-а-+2 
Ответ: 4 — 41. И 
Деление комплексных чисел 
Если 2, =а+Ы, 2, =с+а}, 2, = 0+0, то 


2. 4+ (+5) (6-4) вез ей 
2, с+а (2+4) -(с-@) ана 


| 


и 


$ 4. Комплексные числа 


пе = двух комплексных чисел надо умножить числитель —— 
вы ль дроби на число, сопряженное знаменателю, и записать = 
ответ в виде 2=х+ И. : ее: = 


Например, разделим числа: 


3+1 _ (28+) (2+8) _ а+й (а+ы)(с+а2) 
2—3 4+9 с р 
_ (26-3) +(2-9): _ се. 

13 г 8 в 


Возведение мнимой единицы в натуральную степень 
РЕ ЙЕВР=-ЬЙ=-й Й=БРЕЙНЕР ИТ. Д. 
Вывод. #" дает четыре вида степени: 


н г р = .2 
1) И ЕЙЕ 2) "т = =-1 


3) 8 =й == д = =ЬЕЕМ 
Например: 
а) 28 =12 === 6) (-0’=Ё=Р =-1 


г. .25.4+1 Е д 
г) 17-й 1-Й = 


ии мнимой единицы в степень 


Полезный совет. При возведен 
деления (1, 2, 3, 4) даст пока- 


п > 4 разделите п на 4, тогда остаток от 
затель известной степени. 


| 
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Возведение в степень комплексного числа 


] ) № 

(а+6)” = (а+Ы) : (а+м).... . (а+61), пе 

Ре ЕЕЕАИАЕЕ СЕРЕНА ий 

| п раз 1 

| 0 „\-п 

|) = +8) = г 

| (а+5:)’ =1, (а+Ы) +ы) 

| - 

Например, возведем в степень число (2 — 31) ": 
1 1 1 


(а+5)" =а+2а6 +? 


(2-31) *= 9—9 


(2-3). али 512 


Извлечение квадратного корня из комплексного числа 


Квадратный корень из комплексного числа находится по формуле: 


Е р 
пе еее а 


(В скобках знак «+» берется при > 0, азнак «—»› берется приб < 0.) 


Например, извлечем корень квадратный из числа 4 + 3}: 


4+8: == 2 Е + -——— — даны - У’ ча, 
2 

== о =+ 32 2 ‚ | Уа? +5? —а 

2 2 2 2 ЕР а 


2 


а=4,6=3 
в скобках знак «+» 


ЩЕ квадратный корень из числа 


1. /3—4 2. 14/5 3. 


= 
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Геометрическое изображение 
комплексных чисел 


значения 6. 


Т. Число 2=а+Ы можно изображать точкой М(а; 5). Н 

Число 2=0+6 — точка на оси Оу, число 2=а+0 изобразить а 
точкой М(а; 0) на оси Ох, число ==0+0 — точкой О0(0; 0). 

Каждому числу соответствует единственная точка плоскости 
М(а; 6), и, наоборот, каждой точке М(а; 65) — единственное число 
2=а+@, геаиф — координаты точки. 


Например, изобразим числа в системе 
хОу (рис. 2): 


=-2 + 51 < М. (-2; 5) 
2=3=#< М3; -П 
) &=5+3: М.б; 3) 
2. =0+ 41 > М.(0; 4) 
2, =-8- 21 М.(-3; —2) 
2% =4- 01 <> М‹(4; 0) 


= 
П. Число 2=а+Ы можно изображать вектором ОМ, где 0(0; 0) — 


начало вектора и М(а; 6) — конец вектора у 
(рис. 3). 


Например: 


м 0+3: 
ОМ, изображает число 2 =9 +1 


м 4+2 
ОМ, изображает число 2; =*+ 


=> : - 
ет число 2, =2+0 
ОМ, изобража 2 5 Е. о 


= . 
ОМ, изображает число 2; = 2,5-&5 Рис. 3 
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Модуль комплексного числа 
— это длин 
Определение. Модуль комплексного числа длина _ м 
—> 
ом 


й : ЕЕ й зы к 
зы = ОМУ =Г а+Ы|=|а-&=а* +8 =, 


Найдите модуль числа 2. = —4 + 31. 
Решение. 2 =—4+31, [5] =\16+9=5 


Изобразите комплексное число вектором и найдите его модуль. 
а а в 


положительным направлением оси Ох. 
мента (агЕ), —180° <ф<180° (рис. 5). 


Рис. 4 
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$ 4. Комплексные числа 


Каждое комплексное число 2 имеет бесконечное множество арг 
ментов, отличающихся друг от друга на 360°.Ё, Ё=0; +1; +2 


сны” Расея 
Число г=|2|=\/а*+5 — модуль комплексного числа; 


с0$ф = т эшф = и! а=гсозФ; Б=гэшо: 
2=а+Ы = "(соз(ф + 2лЕ) + в (ф + 2^8)), В = 0; +1; +2; --. 
Определение 2. Если 2 х 0, то 
2 = г(соз(ф + 2^Е) + 1з1щ(ф + 2лЕ)), где е 7, 
называется тригонометрической формой комплексного числа. 
Определение 3. 2, = 2», если г, = г. И ф2= Ф: + 2Е. 


Например, найдем главное значение аргумента (ага (2)) комплекс- 


ного числа: 
а) аг5(а + 02) = 0, еслиа> 0 


б) аг&(-а + 01) =л, еслиа> 0. 


в) ага +5) = 5 ›еслиб>0 


г) аг5(0 — 62) = — ‚ ели > 0 


Найдите главное значение Ф комплексного числа +. 


Решение. 


= М3; ь=1(1 четверть) 
ий 
а. 


т 


(‹ вГ четверти) 
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и — 
ревод комплексного числа 
алгебраической формы 
игонометрическую форму 


Дано: 2=а+@. Найти: 2 = т(соз(ф + 20) + 131щ(ф + 2л)) 
1. Запишите формулу г = г(соз(ф + 2л) + 111 (ф + 2л1)), № =0; 1;2;.. 
2. Найдите г = [|= У/а? +6. 
3. Определите знаки а и 6 и четверть, в которой лежит вектор ом. 
4. Найдите +=ф =. и определите аг=(2). 


5. Подставьте значения ги ф в формулу п. 1 и запиптите ответ. 
Например, запишем в тригонометрической форме число 2 =1 - {. 
Для этого применим алгоритм. 
1) Запишем формулу г = /(соз(ф + 2) + 11 (ф + 2^)), Е ЕЁ 
2) Найдем г=|2|= а? +5? = 1 +1=\/2 
3) а=1, 6 =-1, значит, ом в ГУ четверти 


4) о, значит, ф= = 


5) и) ‚В=0 


Запишите в тригонометрической форме число 2 =-1 + 1. 


Ответ: 2=\/2 сов б" Е=0 
7 , 


_ Действия над комплексными числами 
в тригонометрической форме 


ТУ а Г. Умножение комплексных чисел 


: Если 2, = г, (созф, + 811ф,) иг, = т.(созф. + й 
‚2% 21 "28 =Т, - о (608(ф, + ф.) + эт, +4 


$4. Комплексные числа 
НЕВЕ: 


Умножение сопряженных чисел: 


Умножьте комплексные числа: 
(с0320° + 231120°) : 6(соз25°-11125°) 


Решение. 
(с0з20° + #51120°) - 6(с0525° + 151125°) = 6(с0з45° + 131145°) 
Ответ: 6(соз45° - 151145°). 


Префорь соды! 
Умножьте числа. 
1. \/3 (соз(=135°) + 1э11(-135°)) - 2(с0860° + 151160°) 
2.21 .22=(ЕРР СЗ ЗР втригонометрической форме 
Ответ: 1.2 (соз(-15°) + в (-75°)). 
2.2, -2› = 6(с08180° + 1511180°). 
П. Деление комплексных чисел 
Если 2, = г:(с0озф: + 1з1пф/) и 2, = Г2(с08ф» + 15112), то 
т. (созф, +1911 [. а 
А. ВЕ" = 7 (соз(ф -Ф,)+1щ(Ф, -%)}, 
2, 1, (созф, +191) 1 


если 2, = 0 + 01. 


если: 


Выполните деление 2, на 2», 
2: = \3 (соз160° + {311160°), 2,=2(с0840° + 151140°) 


Глава Г. Расширение понятия очи, ь, 


Решение. 
\В[605160° +155160 | 


25 2[<оз40° +1911 40°) 


р ой 
2: = (соз(ф, —Ф,)+13цФ, -б, 
= 25 ТТ 


5 (вовлао' нии2о'| 


Ответ: 58 (овлзо° +вви20` 


Разделите 2, на 2.. 
2: = 8(с03(-75°) + 111(-75°)); 2, = 4(соз15° + 151115°) 
Ответ: 2(соз(-90°) + 1з11(-90°)). 


Ш. Возведение в натуральную степень 
комплексного числа. Формула Муавра 


2" = (7(созф + 1811))" = ’(созпф + шло), пЕМ 
При г= 1 получим 
(созф + 1511)" = соз(ф . п) + аз11(ф -п) — формула Муавра 


Возведите в степень число [вх шо 
4 


Решение. | 


п.м) п:6 .. л.6 
с05—+#81- | =608——+15т—— = | (©08Ф + &10)" = соз(ф - п) + 
а. # 4 + 81 (ф. п) 


о 
О 2 


Ответ: -1. 


$ 4. Комплексные числа 


По формуле Муавра выведем формулы для созда, эта, 


(созф + 81)? = соз2ф + 8120 


(созф + 81)! = с08*ф + {2911 созф + Раш ф = (05? — 5512) + 128 


Числа (с032ф + 131120) 2 =а+ы 

и ((соз’ф — 1? ф) +12зшф с0о8ф) равны, 2 =С+4 

тогда соз2ф = соз*ф — зт?ф Еслиа,=2., 

и 3112ф = 21ф созф тоа=с,6=а 
(созф + #11)? = созЗФ + 133 (а+5)} =а+3а25+ 
(созф + 311)* = соз*ф + 3с08ф х шф + к: 

+ Зсозф(Р - зп?) + Ёэш8ф = + За + 


= (с08ф — Зсозф эт?) + КЗсоз?фэтф — зш2ф) | й=-,Ё=- 
с038ф = с03*ф — Зсозф э1?ф = а+ы=с+4, 

= с03*ф — Зсозф - (1 — созф) = еслиа=сиб=а 
= с05ф — Зеозф + 3с05*ф = 4соз*ф — 3с08ф 


113 = 3с05?ф эф — эф = 8(1 — 31176) зштф — эт = 
= Ззшф — Ззш3ф — эт = Зашф — 4зш3ф 


а ы 


Возведите в степень число. 


1 3 20 
1. (2(с0815° + 151115°))* 2. [1-8 


Ответ: 1. 16(созб0° + {31160°). 2. соз(-120°) + 1з1(-120°). 


ТУ. Извлечение корня п-й степени 
из комплексного числа 


1 г(соз(‹+360° -в)+1т(Ф+360° -*)) = 47 
п=2, 3,4, КЕ у н = 


$+360°-2 ‚1 Ф+360 * 
п 


} ие" 
поня 
Глава 1. Расширение понятию, ь. 


1=1 +0 г=Т 


Е: $2ф =0=>ф= 0° 
_ 360°.6 — 360°.й Па 
2 +90 > {\"(созф-+1з1Ф) =. 
а зы +360°-№_ 0+360°-р 
=Т. (с03(120°. ®) + 1311 (120°.Ё)), = еее, она 
Е=0, 1,2 ® 


Ответ: = 1. (с03120°.р+ 1311120°. В), Ё= 01:9 
ПЕ=О; а. =1. (с080° + 15110°) = 1 

тю Е ав 
2) Е=1;2,.=1. (с03120° + 1511120°) = 25 г 


З)А=2; 2.=1 . (с08240°+ 31240°)=1. (с0з(-120°) +81(-120°))= > = 2 


@ = с03(—-120°) = со3120° — - 9 в Ш четверти 


Ь=вНц-120°) = -в1120°— 58 


Извлеките корень из числа 3/1. 


Ответ: 1 . (с0з60° + 131160°); 1. (с05180° 
1. (соз(-60°) + 31(-60°)). 


$ 5. Решение квадратных и биквадратных уравнений 43 


© 


Квадратныеи а уравнения на множестве комняанены 
чисел решаются так же, как на множестве действительных чисел, 


учетом того, что на-= Ма. = Уа. 1. а>0. 


Решение квадратных и биквадратных. Е ы 
ураннений. на множестве комплексных чи ел / : 


Решите уравнения. 


1. +2х+3=0 2. * — 6х2 -7=0 
Решение. 
ЕЕ х'+рх+4=0; р=2; 9=3 
2 
я Р Р 
х.=-1+\2-1 о [2 38 


х,==1—=\/2 4 2 =.) =\./1=\№3 


Ответ: х=-1+ 2-х. ==1- М2 4. 


2.2 -61-1=0 Е 
ЕТ = х’=Т ь =6 =! 
ыы 


ЕЯ ХЕ = 
= 24=%. 


Ответ: х, =, х, =-УТ, = 


ние. Уравнение п-й степени имеет п корней. 


Замеча 


ение двучленных уравнений 


авнением называется уравнение вида 


Реш 


Определение. Двучленным УР 
а-х"+6=0 (а*0). 


24 
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= 
| _ 1. Найдите х" = Е 4 и решите уравнение х" =+4. 
а 
2. Преобразуйте уравнение х" =+4 к виду 2=1 зе — = -1. Обозначь. 
те х=49-2 (так как (9 -2)" =4=>49'2 =9, #2 == ). 


3. Полученные уравнения 3-й и 4-й степеней решите разложением на 
ы множители по формулам: 2*+1=0=> (2+1) т2+1=0; 21+1=05 
— = (2 +1(2*-)=0 или (2? +1)(2?-1=0. 


4. Полученные уравнения 5-й, 6-Й, ... степеней решите переводом 


числа 2=\/+9 в тригонометрическую форму комплексного числа, 
а затем найдите х=\4-2. 


5. Запишите ответ. 


Решите уравнение х3-1-=0. 


_ 5-4 _ 1+3 1+: 
в 


{ 2,3 2 ь 5 : 
ЕР 22 1 3 Ра 1 3 12 о ВЬИ 559: 
г =, ЖЕНА 2 
| а: ЕЯ а+ь ь 
енгач а 


КЕ 


Ответ: х = а ня, х, 


РР ние. 


Решите уравнения. 


1. 81х' -625=0 
о. =1=9 
3. 2-8=0 


5 
Ответ: 1. Хх; > а. 54 = 


1 
та Х:2 = +1, Хз а. 


3. х=2, х,з = 1+9. 


Глава П 
Функция 


Понятие о переменных 
и постоянных величинах 


Величины, которые меняют свое значение в условиях данной за- 
дачи, называются переменными, а которые не меняют значения, — 
постоянными. Всегда постоянные называются константами (с0пз\), 


Например: числа л, е, 2 ‚0, 1 — константы 

Переменные могут быть двух видов: независимые и зависимые. 

1) Если две переменные величины связаны так, что каждому значе- 
нию одной из них соответствует единственное значение другой, то та 
из них, которая может принимать любые допустимые значения, на- 
зывается независимой переменной, или аргументом. 


2) Переменная, значения которой зависят от аргумента, называет- 
ся функцией, или зависимой переменной. 


Например: з=ь. $, гдео — пос 
ция, зависит от #, 
3) Зависимость между пе 


тоянная, # — аргумент, $ — функ- 


ременными, при которой каждому значе- 


Определение. Функцией Называется 
ременными, при которой каж дому знач 
менту) можно сопоставить Только одн 


зависимость между двумя пе- 
ению одной переменной (аргу` 


о значе й переменной 
(Функции). Е а 
_ Замечание (@ ; 
° `ЛоВоМ «функ ную и 
Вене. Функция» обозначают и переменну 


Условное обозначение Функции: у- Р(х); 5 т: 
от х). Такая запись Указывает, что Х — этоа т 
но не указывает на конкретную функцию ы у 


есть функция 


Г Е 
Зв *. 


ах 


ет 


Глава П.Функция 


Способы задания функции 


Функция может быть задана: 

1. Аналитически, т.е. формулой. 
Например: у=#х; у=зшх; у=ах”; у=\х 
2. Таблицей: верхняя строка таблицы содержит несколько 


стимых значений аргумента х; нижняя строка таблицы содержит ‹ 
чения функции у, вычисленные от взятых значений х. 


у и у. И Ч 
3. Графиком — множеством точек, абсциссами которых являются 


значения х (аргумента), а ординатами — значения у (функции). 
4. Упорядоченными парами (хо; Кхо)), (1; 1(х-)), --- 


5. Правилом. 

С помощью функций можно изучать процессы в физике, химии, 
биологии и других науках; математика изучает зависимость между 
переменными абстрактно, не учитывая физические или химические 


свойства величин, участвующих в процессах. 


Элементарные функции 


Т. Степенные функции 
1. у=Ёх — прямая пропорциональная зависимость 


Ё 
2. у=— — обратная пропорциональная зависимость 


3. у= ах’ — квадратичная функция 


4. у=ах* — кубическая функция 


5. у=ах", пПЕМ 6. у=ах""", пЕМ 


—(2п-+1) ВЕ 


Е 
8. УЕЁ:Х ма: 


Е 
ЗУЕВ "=, ПпЕМ 
у. у х2" Е 
10. у=х ",ВЕМ,пЕМ 


Е 
9. ИЕх", ЕЕМ,ПЕМ 


Глава И. Функц 
„о 2 и ЦС 


жащие переменную под знаком корня 
11 у=\х 2. у=х', пе М,п>2 


И. Функции, содер 


Ш. Функции, заданные многочленом 
1. у=Ёх+6 — линейная функция 
2. у=ах? +6х+с — квадратичная функция 


ТУ. Показательная функция 
у=а^, где а>0, а=1 


У. Логарифмическая функция 
у=1о#, х, где а>0, а=1 


УГ. Тригонометрические функции 


1. уЕзшх 3.И=х 5. у= зесх 
2. у=созх 4. у=сё х 6. у = созес х 
УП. Обратные тригонометрические функции 
1. у=агезшх 3. у= ага х 
2. у=агссозх 4. у= агссёе х 


УШ. Функции, составленные из комбина 


ций функции 1—УП, изу- 
чаются с помощью производной. 


План исследования функции 


Исследование функции и построение ее г 
по такому плану: 

1. 2(ф) — область определения функции 

2, Е(Т) — множество значений функции 

3. Нули функции 

4, Четность, нечетность функции 

5. Промежутки знакопостоянства 

6. Монотонность функции 

7. Наибольшее, наименьшее значения 

8. Периодичность функции 

9. Обратимость функции 


рафика будем проводить 


Функции 


| 


$ 1. Область определения функции 


При построении графика функции будем следовать этому п 
(при необходимости отступая от его последовательности): 


Область определения функции 


Определение. Область определения функции (7) — это множество 
всех допустимых значений аргумента х. 


Например: область определения функций 
у=Ёх, УЕВХЧЬ, 

у=ах”, у=ах* +с, у=ах" +6 х+с, 

у=Ехз, у=Ёх" (пеЕМ), 

у=зшх, у=созх, у=агсёв х,у= агссфя х, 
у= Р(х) (Р(х) — многочлен), 


у=а*, у=2" 1 (х) 


есть множество ЕВ действительных чисел. 


Замечание. Обычно 0(7) записывают числовыми промежутка- 
ми и условно изображают на оси Ох дугами или штриховкой. 


Таблица промежутков 
Неравенство Промежуток Изображение на оси 


(а; +0) 


а интервал 


(—0; а) 
интервал 


(а; 5) 
интервал 


[а; 6] 
отрезок 


(—с0; а] 
луч 


(00; оо) РАЯ с 


вся прямая 


Запишем область определения еще для некоторых функций: 
Е Е 


Пу=-, у=—: Ч имеет смысл, еслиб =0 
| № 5. Ь 
| РУ) = (5; 0) < (0; +) 
|| | 2) у= Ух: Б(иу) =[0; +) \/а имеет смысл при а>0 
3) и=1юв, х: (у) = (0; +) 105,6 имеет смысл 


| при 6 > 0, а>0, а=1 


С тю определения функции связана непрерывность функ- 
ции. се элементарные функции, которые изучаются в школьном 


курсе, непрерывны на своей области определения, т.е. они неявляют- 


| ся непрерывными толь 
|| р Ко в тех точках, в которых они не определены. 


| Например: 
| Е 
а) функции И: у= 


Е 
в: р (пеМ)не определены вточке х,=0; 


б — — 
) функции у =12х иу=зесх не определены в точках д — Пуль, ве; 
2 


У = сх и у= со 
зесх 9 
епрерывны пр не определены в точках х = 7, 


‚от листа бумаги, а ф 

5 Ункци Е 

ках, имеют график =. и, которые не определены в не 
› остоящий из двух или множества 


$ 1. Область определения функции 51 
де 


Например, график функции у=— > (Сипербола) состоит из ‚двух. 


прерывных линий, а графики Е у=45хиу= ох состоят из. 
множества линий, каждая из которых неограниченно приближа С з 
к прямой, проходящей через точку, в которой функция не опреде. 


на, параллельно оси Оу. Такие прямые называются асимптотами» 


. 1 1 1 
Для функций у=, у, У, У ия (п Е М) асимптотами. 


являются оси координат. 


Полезный совет. Чтобы по заданному графику функции най- 
ти ее область определения, надо спроектировать график на ось Охи 
записать промежуток значений абсцисс между абсциссами крайних 
точек графика: 

отрезок [а; 6], если точки с абсциссами а и Ь принадлежат графику; 

интервал (а; 6), если точки с абсциссами а и 6 не принадлежат гра- 

фику. 


ЭМ. Функция у= {(х) задана своим графиком (рис. 6). Найдите по 


графику 0(7). ук ух) 


Решение. 


Г(р) — это значениях, поэтому опу- 
стим перпендикуляры из крайних 
точек графика на ось Ох и запишем 
абсциссы концов отрезка на оси Ох 
слева направо: х, =-8 5; х, =5. Тог- 
да все значения х отрезка [-3,5; 5] и 
будут областью определения функ- 
ции. 


Ответ: Б(Ё) =[-3,5; 5]. 


Рис. 6 


УЭ 


Глава НИ. Функци и 


о 


1. Найдите Вс}. 


2. Запишите за чертой условие существования корня четной степени 


по определению арифметического корня: 
21/1(х) имеет смысл, если /(х) >20 _ 


3. Рептите неравенство /(х) > 0, учитывая О({), и изобразите решение 
неравенства на числовой оси. 


4. Запишите ответ в форме промежутков (или в виде неравенства). 


т > область определения функции у=\/х? 


| _ Решение. 
ЕО () ==” -1- многочлен; 0(/)= В /7(<) имеет смысл, если 
2) х-1>0=>(х-1(х+1)>0 /(х)>0, примените метод 
77 интервалов 


0 х 


СЫ -ПеВи[1; +ю) < В 


| Ответ: 2) = (5; По [1; +55). 


Решение. 
029 - х)= Ви0(6-х- х?)=В 
2) Составим и решим систему двух 


т И 


\ $ 1. Область определения функции 


/Ф(х) имеет смы 


2 * уч 
9-=?>0 |-(-0 2-9 |990 
6-х-д°>0 |-(С0 [5+х-6<0 х+х-6=0 


=> х, =-3; х,=2 


ее <0 (1) [ +, =-1 


(х-2)(х+3)<0 (П) хх, =-6 
а? -6? =(а-Б(а-+5) 


>> оз+ я х+рх+9=(х-х,)(хфх,) 


Общее решение неравенств на множестве В: [-3; 2] 
Ответ: О(}) = [-3; 2]. 


Полезный совет. Если функция содержит корень только не- 
четной степени: у= 2+4 7(х), п е М, то р=рЬс). 


Например: у=\х*-4 имеем Г(у) = (р) = (-®; +) 


3х-7 
3. ЕГЭ. Найдите область определения функции у = В 1. 


Решение. 9) 


рр) =(С; +) (х) = а® —1, [(х)=3х-1 
\/Ф(х) имеет смысл, если Ф(х) > 0; 


1 3х-7 1 3х-7 
2) (8 120% (3) >1> о 
3 3 1-1 
3 


0< 5< 1, значит, у=а”“ убыва- 


т 
>81 х <= ет, иесли а" >а", то т< п 


[рая 


7 т 
Ответ: О(у) = [-= т или х< г 


г условие существования. ви поего опре. 
) имеет смысл, если /(х) > 0; а>0; а=1и 


4. Для функций р Е. 71(%), гдеа — чи‹ у 


_ деления Р{у) будет решение нер 


> -0, а=1, областью опре- 
)> 0, если хеБ(Ф. 


1. Дана функция у= 10= (1-х). Найдите (у). 


Решение. | 28 — 
ПБР=Е 
108,6 имеет смысл, если 
1-х>0 #1. $>0 
2 0 <.>х>0 
) )х> РА, а>0 6=1-х; а-х 
х=1 х*1 
а=1 


Промежуток (0; 1) входит вор 
Ответ: О(у) = (0; 1). 


$ 1. Область определения функции 


Решение. 


1 0(р)=В, /(х) — многочлен ей =108 (1%) 
2) 2х- 2х? >0<> /2х(\/2-х)>0> > е а: 


©ех(-х)>0 `Применим метод инте 
о - (алгоритм 53) 
0 №2 х 2х— Эл? =0 
(0; 2) СВ х=0, х= 


Ответ: В =(0; 2). 


Найдите О(у), если: 

1. у=ю&,(4-х°) 

2. ЕГЭ. у= 11(х? —3). Выбрать ответ из: 

1 ©; 3) 2) (<; УЗ; +9) 
3) (5% —/8) 268; +) 4) [-3; 31 


Ответ: 1. (-2; 2). 2. Номер верного ответа: 3. 


(х) = а — постоянная, то 


1. Найдите пересечение Р(Фф) с Б() (если Ф 
найдите только р()). 

2. Напишите за чертой условие существования д 
смысл, если 6 =0. 

авняйте знаменатель дроби нулю и решите уравнение: [(х)=0. 

4. Отбросьте из О(Г) (п. 1) все корни уравнения (п. 3) и запишите в 
ответ оставшиеся промежутки. 


а 
роби: дробь > имеет 


3. Прир 


5. Запишите ответ. 


Замечание. Область определения функции — это множество 


значений х, при которых функция имеет смысл, поэтому ее нельзя за- 


а надо за лс 


Например: для функции у Я 6 


= 


й ателя 
писать отбрасыванием корнеи знамен , 
га промежутками. 5 


о: 


Ру) = (С; 2) 5 (8; +), анех=2 


= 
Примеры = | 1) 
с Ива || р | о Я 7 т 
РЕ. Е - . ЕЕ 

1. ЭМ. Дана функция /(х) = =. Найдите область определе- 
ния функции у= /{(х). \/х? -3х-4 2 |, 
а: х—4 = р(х) Не 
ЭБ(р=Е, Б@)=Е ИА АЬ о многочлены ' 

*-3х-4>0 а 

2 р. ы аа 40 (<) о - смысл, если Кх)>0 | 
ты. дробь ыы имеет смысл, 0 
(&+1(-4)>0. (©) 
. ‚ если Кх) 20 : в. 
Е Ко. 
РАКА = У Применим метод интервалов 
Е 4 х А рх+а=(х-х,)(х- х,) Ну 
х*-3х-4=0 : 
== х, = а - :. 

8) (5-1 с В; (4; +ю) с В, значит, 0(}) состоит из двух промежут- 

ков. 

Ответ: Б() = (-®; -1) ‹ (4; +0). р З 
К 
2. ЕГЭ. Найдите область определения функции | 


ее и. 


7). С 


Решение. 
1) РФ) = С°; -3) 3 (-3; +) | Дробь р(х) имеет смысл, если. 
х Е 


2)6+2х=0<>х=-8 (х) 
бЕх - 
3) 6+2х > у=8&, /(х) имеетсмысл, если (5%): 


Применим метод интервалов 


= АХ -, бе 


— ы х 6+2х +0, х=-8 
4) (-3; 6) = БР) 
Ответ: Б(у) = (-3, 6). 


а Е 


Найдите П(у). 
2х+3 51 
1=х ох 


1. у=105% 


1 
Ответ: 1. (-1,5; 1). 2. РС) =(-; = «) 
Полезный совет. Если функция состоит из комбинации не- 


скольких функций, то О(у) находите так: 
1. Найдите область определения каждой функции, входящей в дан- 


ную функцию. _ 
2. Составьте систему из областей определения всех функций, входя- 
щих в заданную функцию, и решите ее; решение системы и есть О(у). 


3. Запишите ответ в форме промежутков. 


Воспользуйтесь этим советом при решении такого примера. 


2 
| +105, = Найдите Р(у). 
еж: 


о = За 


Дана функция У=2 


А 


ение: у=2 1+ о, 


Определение. Область значений функции у = {(х) — эт 
жество чисел, которые принимает у. — : 


еж значений функции (или множество значений) обозна: 
ся Е(у). 


Вопрос нахождения множества значений для многих функций до- 
статочно сложный, поэтому разберем алгоритм нахождения Е(у) для 
некоторых элементарных функций разными способами. 


Способ 1 (для обратимых функций) 
1. Решите уравнение у=/(х) относительно х: х= а(и): 
2. Найдите область определения функции (а) и примите ее за ЕСТ) 
(см. обратные функции). 
3. Запинтите ответ в форме промежутков. 


Примеры м 


1) Найдем д: ху к +0 
2) 0(х)=В 

3) Е(у) = Ох) = С°; +9) 

2. у=Ех+Ь о 

1) Найдем х: х=^_, #0 
2) 0(х)=ЕВ 


3) Е(у) = 2%) = С°; +®) 


и и ПО 


[Примеры 


Ё 
- х=0 
3. у . 


Е 
1) Найдем х: р у#0 


2) Р(х) = (00; 0) (0; +) 

3) Е(у) =Р@® = (-; 0) (0; +%) 
4. у=х* 

Найдем Е(у) проще: х* > 0, значит, у > 0, или Е 
По алгоритму: Е 

0 х=+ 

2) Р(х) =[0; +0) 

3) Е(у) = Б(х) =[0; +) 

5. у=108.х 

а>0, а=1, х>0. 1) Найдем х: х=а” 
2) 2(х)=В 

3) Е(у) = Г(х) = (-; +) 

6. у=а* 

а>0, а=1. 1) Найдем х: х=1о5, у 

2) 0(х) = (0; +0) 

3) Е(у) = Г(х) = (0; +) 


Способ П (по определению Фу нк ции ) - 


1. у=зш х, Е(у) = [-1; 1] 4 В Е их 
6. у-агосовл, Е 


242 


2. у=соз х, Е(у) = [-1; 1] 


3. у= 1х, Е(у) = (—00; +95) 


42. Множество значений функции 


Способ Ш (вычислением) 


за 
еры 
т 


1. Дана функция у=2х* -3х +1. Найдите Е(у). 


Решение. 
Определим вид параболы: а = 2, а> 0, ветви параболы направлены 
вверх, значит, функция имеет наименьшее значение, и =/(х,) — 9Р- 
дината вершины параболы (если а < 0, то функция имеет наибольшее 


значение, равное ординате верптины параболы). 


Ответ: Е(у) т =} 


Полезный совет. Чтобы по заданному графику функции найти 
надо спроектировать данный график на ось 
к из значений ординат между ординатами 


Ы]. 


множество ее значений, 
Оу и составить промежуто 
крайних точек графика: отрезок [а; 

2. ЭМ. Функция задана графиком у= 7(х) (рис. т). Найдите по гра- 
фику: 1) Е(з); 2) при каких значениях х значения (2) <-1. 


62 


Решение. 
1) Е) — ЭТО множество значений у, поз: 
ндикуляры на ось Оуи наи. 


В опустим перпе 
2) Ех) <-1. Найдем на оси Оу точку ( 


прямую | параллельно оси Ох. 
Все значения У < _—1 лежат на оси Оу 


сечет график в точке С. Опустим из точ 
ляры и запишем промежуток значени 
графика при этих значениях Хх меньше 


Ответ: 1) Е(и)=[-3; 4]; 2) у< = 


Чтобы найти м С, 
и решим уравнение отно: 


$2. Множество значений функции 


Решение. 
Значения косинуса составляют промежуток [-1; 1], значи 


-15008х<1 |.2 ®-2<26е08х<2 | =1 © 35 2с0вх= 
Получим Е(у) = [-3; 1] ие 


Ответ: Е(у) =[-3; |. 


5. ЕГЭ. Найдите множество значений функции 


3х 


у= | +2Н, если х>-2 


Решение. 
О 2-х < 0, (у) =[-2; 0) (0; +) 
= 
ток 52 >и=-3+2 х+0, так как - имеет смысл, 
у(-2) =-8+2? и. если 6 =0 
ЕЕ |а|=—а; елиа < 0 
2) Если х>0, то у=3+2%; |а| = азеслиа>0 
так как 2” >1 при х>0, у(0)=-3 + 2°=-2, нох* 0, тоу*-2 
тоу>4 


Ответ: Е(и) = (-2; 3 (4; +9). 


Найдите Е(у). Е : 
1. у=(х-1 2. = 3. у=(х-Ю 


Ответ: 1.09; +05). 2. (-°°; 0) < (0; +). 3. [0; +). 


/ 
Ир сие д — ко. ремллл- 
ЕГЭ. Найдите множество 3 


Ответ (4; 256+). 


5х 
начений функции у = и ЗЁ, если х>-1. 


Нули функции 


ции у= 1/(х) называются те значени; 
функции равно нулю: Их) =0. 

ости хОу нули функции из. 
расположенными на оси Ох. 


Определение. Нулями функ 
х ЕП) при которых значение 
Замечание. На координатной плоск 
бражаются точками графика, 


1. Найдите (у). 


2. Решите уравнение /(х) = 0; если есть корни, то согласуйте их е П(у); 
если уравнение ][(х) =0 не имеет корней, то функция не имеет ну- 
лей, график не имеет общих точек с осью Ох. . 


3. Запишите ответ в виде чисел (корни уравнения 1 (<) =0) или ©. 


ЕГЭ. Укажите промежуток, кото 
2-108. (х+ 8) = 10&.(х+3) 

1) (-6; —4) 2) (-4; -3) 3) (3; 4) 4) (4:6) 

Решение. 


рому принадлежат нули функции 


1) Найдем ОДЗ: х>-3 105, /(х) имеет смысл, 
(предположительно может быть ре- если [(х) > 0 
шением промежуток (-3; 4) или (4; 6)) | х+3>0х>-3 
2) Решим уравнение: 2 — ов. (х+ В 
>. =1084(х +3) = 
2105.(х+3)=2 <> 10= (х+3)=1 а 
ге: я 


Му 


Ответ: номер верного ответа: = 


64. Четность, нечетность функции 


Зам ы чание. Нахождение нулей элементарных Фу 
в теме «Построение графиков», а более сложных функц; 
«Решение уравнений» . > 


п олезный совет. Чтобы по графику найти нули функ т 
найти абсциссы общих точек графика © осью Ох. 

Например: функция задана графиком 
(рис. 8), укажем множество значений 
функции и нули функции 

ВЕСУ) =[-3; Ц 

2) х»=3 — нуль функции (абсцисса 
точки пересечения графика с осью Ох) 


Ответ: 1) Е(и) =[-3; 1}; 2)3. 


Найдите нули функции. 


1. у=х*+2х-3 
2 

2. и=-х-4 

— 


3; у=7* 1-6 


Ответ: 1.-3; 1.2.6.3. 1. 


Четность, нечетность функции 


ения функции О(Г) называется 
ьно нуля, если каждая пара значений +%, 


Определение 1. Область определ 


симметричной относител 
или входит в О(р), или не входит в ОТ). 
х) называется четной, если: 1) ее 


Определение 2. Функция у=К 
относительно нуля; 2) 1(=х) = Хх). 


область определения симметрична 
ция называется нечет 
носительно нуля; 2) 1-х) =-К(х). 


Определение 3. Функ ной, если: 1) ее область 


определения симметрична от 


елите, симметрична ли рСу 


Опред 
ций. 
1. у= - $ ЖЕ 
ИЕ 


Ответ: О(у) симметрична 


$4. Четность, нечетность функции 


Графики четных и нечетных функций | 


График четной функции 
у=/(х) симметричен относитель- 
но оси Оу: 


1(-хо) = 1 (хо) (рис. 9) 


(-хо; о) (0; Уо) 


Уо 


Рис. 9 


ры 


1. Определите, является ли данная функция четной или нечетной: 


х +эт2х 
созх 


Решение. 
1) Р(у)= В, кроме х _П у ди, ВЕ #, симметрична относительно нуля. 


Са вы 2-х) _ 5" -92х_ х +8 2х и) 


2) и(-х)= ея созх созх 


Ответ: функция нечетная. 


2 
ункция (©) =У 1-х четная 


2. Докажите, что ф 


_ Решение. я . 5 
1) 2) =Е 6 Исимметрична относи- |1-Х >0 
тельно 0 


велся) = =1(2), ЗНА данная  Фукция Четная 


3. ЕГЭ. Укажите график четной и нечетной функции (рис. 11). 


1) 


Рис. 11 
Ответ: 1) четная; 3), 4) нечетная. 


Замечание. Сумма и разност 


ция четная (проверьте). ы В ее. функций есть функ- 


Является ли функция четной 


и. к > 
1. У=х” -с032х нотной? 


ета 


ну 


$5. Промежутки знакопостоянства функции 


те . а <0), называются промежутками знакопостоянства 
ции 1 (х). 


1. Найдите О(р). 
2. Найдите Е(р). Если Е(р)>0, то у>0 на Б(). 


3. Приравняйте /(х) нулю и рептите уравнение [(х) = 0; если есть кор- 
ни, то выполните п. 4. - 

4. На координатной прямой Ох укажите Т(р) и отметьте нули функ- 
ции (п. 3). Область определения разобъется корнями функции на 
интервалы, в каждом из которых функция сохраняет знак. Для 
определения знака значений функции на интервале возьмите лю- 
бую точку из интервала и подставьте ее значение в формулу функ- 
ции. 

Если корней нет, то решите неравенство /(х)>0 и 1(<)<0 на БО). 


х=..и [(х)<0 прих=.... 


6. Ответ запишите в виде 1(х)>0 при 
Замечание. Определение знаков функции на промежутках рас- 
сматривается в теме «Неравенства». 


| Примеры [ 


Определите знаки функции. 


=: ЕЯ 2. у=юх (рис. 13) 
1. у=юв,х (рис 12) ы 


д Би 


Решение. 

1) 049) =(0;- 2 
2)10х=9<>% 
3) у>0. 

„ 2958 


7” 


Если в равенстве а^ 
тер, т. е. одно число боль 


3 


5 


\ 


$5. Промежутки знакопостоянства функции 


рот, если а и Ь разные по характеру, то число х < 0. Ан 
равенства 105.6 =х. 


Например, сравним с 1:а) 0,5; б) 2°5; в) 0,452 


© 
а) 0,5 >1 
—_ 


а 
—— 


[2 
а 5 


х=-3; если х < 0, тоа и Б разного характера: 
а=0,5 (0<а< 1), значит, > 1 


1. Функция 
у= (х) задана своим гра- 
фиком (рис. 14). 
Укажите, при каких зна- 
чениях х значения /(х) > 0. 


Решение. | 

1) По графику найдем 
нули функции (это точ- 
ки пересечения графика 
сосью Ох): х, =1; х, =2,5. 


ложен надо 
2) у>0, еслиграфик Функции раепо. я 


и 2,5<х<6. Е. 1 
Ответ: [(х)>0 при х из промежутков [ 3,5; — 


2. Дана функция у= _х?+2х+3. Найдите про 
при которых у > 0. р - 


Решение. —- 
1) Р(у) = С°; +5) | += = ы 

2). Найдем нули функции: ге х, = = --8 х=3 

= =0 : 
ео г а. 
жена х1, Х› — корни 


-х+0(«-3)>0|.С405 
> (х+1(х-3)<0 
3) Найдем промежутки знакопосто- Алгоритм 53 


янства функции методом интервалов: 
(х+1(х-3)<0 


3 


Ответ: у > 0 на промежутке (-1; 3). 


Найдите, при каких значениях х значения у> 0. 
1. у=2х—5 2. у=1(2х—3) 
Ответ: 1. х>2,5.2. х>о. 


Определение 1. Функция 
промежутке +, если для любы 


г р. 
полняется неравенство /(х,) < я =. в ола с. + <» ВЫ 


возрастающей на 


я НЕ Рег 
2 р Р\ 


$6. Возрастание и убывание функции 


Определение 2. Функция у = {(х) называется убываюи 
жутке +, если для любых х, и х, изу, таких, что х, <» 
ся неравенство /(х,) > /(х,). 

Иначе можно сказать, что функция возрастает (убывает) 
жутке , если какие бы два значения аргумента из этого пром 
мы ни взяли, то большему значению аргумента соответствует 00. 
(меньшее) значение функции. 


Определение 3. Функция, которая в каком-нибудь промеж 
только возрастает или только убывает, называется монотонной т 


этом промежутке. 
Символически монотонность функции у= /(х) можно записать так: 


{ж; х.} с 
х>я и р>у= (<) возрастает на промежутке «7 (= 0(?)) 


К(х,) > а) 


{х,; х,} ЕТ 
х.>х и [р>У= {(х) убывает на промежутке «Г («= 0($)) 


И(х,) < Г, ) 

Полезный совет. Чтобы определить монотонность функции 
по графику, достаточно установить направление графика при измене- 
нии значений х слева направо; если при этом график направлен впра- 
во-вверх, то функция возрастает; если вправо-вниз, то функция убывает. 


ЭМ. Определите по графику промежутки возрастания и убывания 


функции (рис. 15). 
Решение. 


1) Опустим перпе 
них точек и точек перехода 


ндикуляры на ось Ох източек, В, С, О, Р(изкрай- 
от убывания к возрастанию и наоборот). 


о 


Глава 11. Ф 


УНКци, 


2) Запишем промежутки а [-3; -1,5], [-0,5; 2]. 
Я раво- м - 
ет (график направлен вп 
у В 


127 
Рис. 15 


3) Запишем промежутки значений х, при которых функция возрас- 
тает (график направлен вправо-вверх): [-1,5; —0,5], [2; 5,5]. 

Ответ: функция У=/(х) возрастает на промежутках [-1,5; —0,5], 
[2; 5,5] и убывает на промежутках: Е ›51, [-0,5; 2]. 


Замечани е. Если функция определена на концах промежутка 
монотонности в точках а ив, то значенияадиь включаем в промежу- 
ток монотонности [а;ь]. 

Между промежутками монотонности Нельзя писать знак < (опера- 
ция объединения), промежутки необходимо перечислять, например: 
функция возрастает на промежутках [а; ] и [с; а], так как на общем 


2. Возьмите два любых значения хи = 


1(х,) и Их,). 


6 7. Наибольшее и наименьшее значения функции 


3. Сравните 1(х,) и [(х,) идеей звон 
Если а 0, то 1(х,) > (а), значит, у= /(х). 
промежутке 7. Если /(х.)-Кх 
убывает на промежутке т [(х,)<0, то [(х,) <) 


Докажите, что функция у=3*” возрастает на всей области опреде- 
ления. 


Решение. 
1) ри) = С; +0) 3% >0; х,-х,>0=> 
2) Пусть х. > х;; (характер одинаковый) 
хде В; у: =3', у, =8° Заи> р; 82 9-1>0 
3) Сравним 3*? и 3": х,>х, 
3-3 3{3100 
в 1(х,) > 1(х,) ру = 1) 

‚ значит, у= 

чит, у {[х,, х,} | возрастает нау 


возрастает на интервале (—о; +55) 


1. Докажите, что у = 0,2* убывает на ее области определения. 
2. Определите монотонность функций: 


1 
а) у=х8; 6) ==) у ЦА х>0 


Ответ: 2. а) возрастает; 6) возрастает; в) убывает. 


Наибольшее и наименьшее значения 
функции 


им (наименьшим) значением функции на 


Определение. Наибольш 
ывается самое большее (меньшее) значе- 


ее области определения наз 
ние у из области значений функции. 


1. Найдите Е(у). 
2. Если Е(у) — открытый промежуток, то Функция не имеет ни 


большего, ни наименьшего значения. 


3 
= Е г =— 
Например: функции у=йх, у=йх+6, у=ах`, у Рин (пе 2, 


ы 0--В у=а", у=1юЕ, х, у=вх, у=свх, у=аговх, у- атссфех 
2п 
х 
не имеют ни наибольшего, ни наименьшего значения. 
3. Если множество значений функции — закрытый луч, то У(х,) будет 


либо наименьшим, либо наибольшим значением функции ( х, — аб. 
сцисса начала луча). 


Например, найдем наибольшее (наименьшее) значение функции: 


а) и=\/х ; Е(у) = [0; + ®) > У=0 — наименьшее значение функции, 
наибольшего значения нет 


б) у=ах? + х+с 


Если : >0, то Е(у)= ие + р — — 95 аа зна- 
чение функции. а ©}; %=/ — наименьшее 


Если а<0, то | = (-— не и а- 
чение функции. 2) № = 7 —2а = 


У — ордината вершины парабо лы 


ний функции — отрезок [а; 6], то нижняя 
м 


граница отрезка — наи ень 
шее з 2 гай 
ница — наибольшее. в а: в“ 


Например, найд 
ример, найдем Наибольшее (наименьшее) значение функции: 


а) у=зшх; Е(зт х) = [-1; 1 з Арона 3 
Ч) ых ение; 
ЕЕ наибольшее ВЕ _ Е о 4 зна 4 


$ 7. Наибольшее и наименьшее значения функции 


6) и=агсашх; Вбаговиа)-| 1 а ее 
= наимень 


чение; у = — наибольшее значение функции У = агсзй 

ы 5. Чтобы найти но заданному графику на отрезке [а; 6] наибо. 
(наименьшее) значение функции, надо спроектировать граф 

| ось Оу, и ордината нижней точки на оси Оу — наименьшее знач 
( ние функции, а ордината верхней точки на оси Оу — наиболь 

значение функции. — 


м, 
ВЕНЕ СНЕ 
Примеры 
- 
1. ЭМ. Найдите по графику наибольшее (наименьшее) значение 
функции у= /(х) (рис. 16). , 
И 
Решение. 
и у 


1) Спроектируем график на \ 
ось Оу, получим точки на оси 
Оу: (0; 3) и (0; 4,5). 


2) Значение и, =-3 — наи- 
#3 п 
меньшее значение; У, = 4,5 — 
наибольшее значение функ- 
ции у=/{(х) наотрезке [-3; 6]. 


28 
х 
Ответ: и(0)= 4,5 — наи- 
большее значение функции, 
# у(6)=-8 — наименьшее зна- 
Г. чение функции на отрезке ы - 
[-3; 6]. 
Рис. 16 
3 2. ЕГЭ. Найдите наименьшее значение функции 
Е 4(х)= 10805(0,25 — х^) 


ГУ 


Глава 11. 


Ф 
т 


Решение. | 
Функция /(х)=0,25-х? квад- | 0(9)=(-0,5; 0,5), так как 

| ет смысл, 

| ратичная, имеет наибольшее 105.56 имеет л, если 5 


| значение, равное 0,25. Точка | Решим неравенство: 
| (0; 0,25) — вершина параболы, 0,25-х? >0 | 
ветви которой направлены вниз. | 7. 0,5 г 0,5 2 0,5 


но убывает, поэтому она имеет | и=10&, /(х) убывает, если 
наименьшее значение при наи- | 0<а<1;/(х)>0 

большем значении аргумента. 

| 108%,50,25 = 2 — это и будет 
| наименьшим значением данной 
|| функции. 


| Функция 4(#) = 105% 5{ монотон- 
| 


Ответ: 2. 


Пол родуи: — ка. реле. 
1. ЕГЭ. Найдите наименьшее целое значение функции 


у -5 8с082х—3с05° х+24 


2. ЕГЭ. Найдите наименьшее значен 


ие функции 4(х) =108, (2-х). 
Ответ: 1.1.2.-1. 


р и, 


$8) Периодичность функции 


У=/(х) называется периодической, если 
что выполняются два условия: 

1. Если х, еО(р), то (%+Т) ЕД(Р) и (%-Т)е (р) 

2. (х-+Т) = {(х- Т)= /(х) 


Например: тригонометрические функции у=зшх, у=созх, у= {ех, 
у=сшх, у=зесх, у= созес х — периодические р 
Среди нетригонометрических функций периодиано 
например, функция у= {=} — Дробная часть числа. Т = 


Е 1 


$ 9. Обратимость функции 


ший положительный период. Все числа 2, кроме 0, с 
ством периода. (+ =Их —Ю=Йх,) (рис. 17). 


Найдите наименьший положительный период функций. 


1. у= с0о$7х 2. ия 3. у=3& тн) 


теЕВ 52 
4. у=911—+се08— 
2 4 


Ответ: 1. т-1".2. Т =6т. 3. Т=4л. 4. Т=8т. 


Обратимость функции 


Рассмотрим зависимость между эле- 


ментами двух множеств Х и У (рис. 18). у= №) 
Если каждому значению Хх из мно- ее 
жества Х соответствует единствен- 
ное значение у из множества У, то на о 
множестве Х задана функция У= 1(х). 
Ее область определения Р(у)=Х, а г 
ее область значений Е(у)=Т, и если 
каждому значению У из множества р - 
У соответствует единственное значе- В Ни 
ние х из множества Х, то на множест- 
Е(х) Р(х) 
ве У задана функция х= 4(у), причем 
Е(х)=Х. Рис. 18 


Тогда говорят, что фу 


Г. 
РИ к 
ции и= /(х), а функция У= Г) А Ри 
: а | # 
м у=Их) их= 4(\) называются взаимно Обратнын, й 
так, ея : 
если 2(р)=Е(а) и ЕТ) = ра), 90) | 
т $0 
Условия обратимости фунвиия. и 
1. Функция у=/(х) должна быть монотонной на промежутке .] и; 

$ РИ 
Ор. : :: | м 
2. Функция у=/(х) должна быть непрерывной на промежутке «7. к ее 


3. Для функции у = /(<) на промежутке ‹/ должно выполняться усло. 
вие: каждому значению у, соответствует единственный корень д, 
уравнения {(х) = у. 

Вывод. Для того чтобы функция у={(х) имела обратную функ- 
цию, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие: 
если х, * х», то Кх,) * Кх2) 
Например: рассмотрим график функции у= /{(х) на отрезке [а; 6] с 


областью значений [с; 4] (рис. 19, а): уз Е [с; 4]; хе [а; 6]; #1(х) = У 
если значение х, единственное, то у={(х) обратима. 


ы 5 


Рис. 19 


Замечание. Если о = 
: дному значени! . 1] соот- 
еее более одного значения х (рис Ре ре оон) ты зи 
Н. = . , 
ункция у=7(х) необратима на отре вне - Е ее ; ре 
монотонна на [а; 6]. ; 6], при этом функц 


Ц, 


Й 


) 


69. Обратимость функции 


Вывод. Если функция у = {(х) определена и возрае 
ет) на некотором промежутке +] из О(]) и областью ее знач 
промежуток У из Е(Т), то у нее существует обратная функц; 
обратная функция определена и возрастает (или убывает) на` 


Алгоритм 


1. Найдите О(Т). 
2. Выберите промежуток +] из (р), где функция непрерывна : и моно- 
тонна. к: 


3. Решите уравнение у=/(х) относительно х; если  уранневиь д -у 
имеет более чем один корень, то функции, обратной к функции 
у=Ё(х), не существует; если корень единственный, то перейдите к. 


п. 4. з 
4. Поменяйте местами х и у в полученном равенотве —_ 3), 


полуЗань 
функцию, обратную данной. С 


Примеры взаимно обратных функций. 
1. Функции монотонные и непрерывные на всей их области опреде- ь 
ления, а значит, в ы 


1 а 
Рсу) = В; = Е*0; те. — функция, обратная к 


функции у=ЁХ 
д ’ Г(у= Е; 
ная к а у=Ёх+Ь 


1щу)=Е; х=\ 
з 


5 


и. Е=0; о. рева т- 
= ь у в р фун ра 


= = — функция, обратная к о 


ру)=Е; х=108. 3 У= 108.х — функция, обр. 


ная зто у=а" 
м. Оку) = (0; +); х=а', у= а" — функция, об- 


р =108.* 


р 1 


ратная к функции 


В 


бласти определени я и имеющие Не. 


82 


Глава И. нц 


ее щ—а— 


П. Функции, непрерывные нао 
определенность в точке: | 
; Е(у) = (-00; 0) (0; оо) 
р ‚05; +2; Ея 
. у В )= (=; 0) 5 ( , 
и 


ает на каждом интервале (-х; т 


г быв 
Если Ё > 0, то функция У ри < 0 функция возрастает ва к. 


(0; со), а значит, она обратима. П | 
а еобратима. У = — — обратная 
ждом изэтих интервалов, азначит, тоже обратим х к 
Эк: # 


С р Г 
с =—— кция, обратная самой себе. 
функции у= 28 Получим, что у= г функц р ё 


(рис. 20) Е) 


— РО =; 0) о (0; +); Е(у) = (0; +5) 
На интервале (-ю; 0) функция возрастает, 
а на интервале (0; +) функция убывает, зна- 


1 
чит, на всей О(у) функция у=—> необратима. р. е 
х ь 


Выберем промежуток +] из О( У), где соблюдает- Рис. 20 
ся монотонность. 


Пусть4 = (0; +). Найдем х: х= и ‚› тогда у= ты — обратная функ- 
у 


Мх 


1 
ция к функции = т на промежутке = (0; + со). 
Ш. Функции, непрерывные на области 
отонностью на всей обл 
(рис. 21) 


определения, но не облада- 
УХ 
БС) = (-; +5). Выберем +7 — [0; 
где функция монотонно возрастает. 


Найдем х=\/у и запишем у=/х _— функ- 
цию, обратную к данной Функции у= д? 


+55) из Б(у), 


Замечание. 
4 = (-°; 0], где фу. 

=—уУх будет фун 
у=х?." 


Можно Выбрать промежуток 
а У=х Убывает, тогда 2 8 р 
кцией, обратной к функции == Ри 


$9. Обратимость функции 


Графики взаимно обратных функций — 


Если у=/(х) их=9а(у) — взаимнообратныефункции, то ру 

и ЕФ=р), поэтому графики взаимно обратных функи 

) тричны относительно биссектрисы Ги Ш координатных уг. 
прямой у=х. 


1. Постройте график функции у=/(х). 
2. Выберите промежуток ‹/ из О(Т), где выполняется условие моно- 
тонности функции. 


3. Постройте прямую у=х. 


| 4. Постройте точки, симметричные точкам графика данной функции 
>> относительно прямой у = х, и соедините их линией. Это и будет гра-_ 


фик функции, обратной к данной. 


= 


1. Дана функция У — х?. Постройте график функции, обратной к 


а" 
данной на промежутке [0; +). 


Решение. 

1) Построим график данной ф 
22). 

2) Прих>0 фу 


ункции (рис. 


нкция у= х? возрастает, не- 


прерывна, следовательно, обратима. 


3) Построим прямую У=Х (см. рис. 22). 
4) Построим точки, симметричные точкам 


ре графика функции У= х? относительно прямой 
у=х, получим график функции у= \/х, обрат- 
ной к данной, на луче [0; +00). 


АО ты 


Рис. 22 


Хх = 
2. Дана функция У-@. о 
стройте график обратной фу 
ции, если а>1. 


Решение. р 

1) Построим график данной 
функции (рис. 23). 

2) Су) = Со; +°). Функция 
у=а” возрастает, значит, она об- 
ратима. 

3) Построим прямую и = х (см. 
рис. 23). 

4) Построим точки, симме- 
тричные точкам графика функ- Рис. 23 
ции у=а" относительно прямой 
у=х, получим график функции у= 10&,х, обратной к данной. 

3. На одном рисунке постройте график данной функции и функ- 
ции, обратной к ней: и - 

а) у=3х-2; 6) у=(х-1)? прих>1 
Решение. 
а) 1) Построим график функ == | | 
ции у=3х-2 (рис. 24). На О(у) = В 
функция возрастает (> 0). Е и о: | (у 
2) Проведем биссектрису у=х. Е 
8) п Е == 
) Построим точку, симметричную точке (0; —2) относительно пря- 


мой у = х, вторую точк А г г 
у=Зх—2: (1:1 ). У даст пересечение графиков функций У=хи 


4) Проведем прямую че 
к рез эти две точки. Получим график функ- 
ции у= = › обратной к данной. 

6) 1) (у) = [1; +=) — п = 
и=(х-1) (рис. 25). ° Условию. Построим ии 

2) Функция возрастает на [х у) а | 

3) Построим биссектрису У=х : - ней. 

4) Построим точку (0; 1), симм, 
прямой у=х, вторая точка — 
У=(х-1)* и прямой у=х: 
строения. 


етричную точке ( 1; 0) относительно 
точка пере ечения графика функции 
обные для 


Стальные 


15 
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Рис. 24 


Найдите функцию, обратную к данной. ы $ 
1. у=-5х+2 2. у=х 2 


не - ты 


& ох 


Постройте графики обратных функций на а одном ривувко с прафи- 
ком данной м еы : 


ть В | 
Ответ: 1. у" —=.2. у=Ух+а 3. у= ,-(5) ен 


циссой и ординатой точки называются числа 
ия точки на положительном направле- 
если проекция точки на отрицательном 


Определение 1. Абс 
положительные, если проекц. 
нии оси, и отрицательные, е 
направлении оси. 

Определение 2. График функции у= (<) — это множество точек ко- 
ординатной плоскости, абсциссы которых — значения аргумента х, а 
ординаты — значения функции у. 
жет быть точкой (множеством точек), линией, в частно- 


График мо 
сти отрезком (отрезками), прямой, дугой, лучом и т. д. Координаты 


Бы 


свойствам Котррю 
бладают общим е 0бы 
а функции о ЫЧно 
точек график 
й. 

ывают формуло 
а построить график функции, надо уметь строить точки по их 
координатам. Для этого надо на оси Ох отложить значение %, на оси 


Оу — значение у, и провести перпендикузярьй к осям их пересечь 
ния; в = чку А(хо; У). 


\ © 


. лежит ли точ- 
уе). на графике данной функ- 
анной формулой и=7(*), на- 


Если получится верное Севенетво, 
то точка `А(хо; уо). ‚лежит на графике; 
тво неверное, то точка 
А(х; 1 не лежит на о 


Найдите Е(}) = множество значений функции 
3. Определите четность ил 

и нечетность Я у 
ка, см. алгоритм 12). >. о 


4. Найдите нули функции Е пересече 
ооню 9, раб Уравнение /(х.) = 0, см. алг 


6. Составьте таблицу значений 
гумента х, из О(}) и найдит 

7. Постройте точки 
и соедините их лин 
фик функции. 


› Т.е. задай‘ 
е для ни: 


40), (х1; у), ( 
ией (линиямы 


РИ 
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Я 


Замечание. Построение графиков, состоящих из к 
элементарных функций, изучается в 11-м классе. Остальные 
функций см. в таблице «Свойства функций» (с. 536—541). 


1. Найдите О({): хе В 
2. Найдите Е({): уе В 
3. Установите четность (нечетность) функции: о. 
чех) =Е+(Сх) = Вх = -у(х), следовательно, у = #х — нечетная функ- 
ция, график симметричен относительно начала координат 0(0; 0). 
4. Найдите нули функции: у = 0 > #х = 0, Ё=0, тогда х = 0; значит, 
точка 0(0; 0) — начало координат — общая точка для всех прямых, 
заданных формулой у = Ёх, где Е — постоянная, # * Ане 
5. Возьмите любое «удобное» значение %, найдите у(х) и постройте Е 
точку А(хо; Уо). 
6. Проведите прямую АО, пол 
цию у=йх называют прямой пр 


м > 


учите график функции у=вх. Функ- 
опорциональностью при Е=0. 


Рис. 29 


Рис. 27 


У 


Глава п. о 
Чи 


я и=Ёх достаточно 

В о д. Для построения прямой у Двух ть 

: . : | 
00: 0) и любой точки А(хо; о). 


Постройте график функции у = -2х. 


Решение. 

ЮБ(Т) = (-59; +) 

2) Е(Г) = (-с0; +0) 

3) График симметричен относительно 0(0; 0). 

4) Прямая пройдет через точку 0(0; 0). 

5) Найдем координаты еще одной точки А(хо; у). Пусть %, =1, тог- 
да и =—2.1=-2, получим точку (1: —2). 

6) Проведем прямую АО, получим график функции у=-2х (рис. 
27). 

т ий >Оих> 0 график функции у=Ёх — луч, расположенныйв 
Г четверти (рис. 28). Эта Функция часто используется в практической 
деятельности (например, в физике: 8=0-В0> 0, #>0). Если =1 или 
# = 1, то графиками Функций у=х и у =-х. будут биссектрисы 1, Ш 
ип У координатных углов соответственно (рис. 29). 


Геометрический смысл коэффициента Ё 
Функции у=Ех 
В аь у=йх число Ё — Угловой коэффициент прямой. 
В ==0 = ва , а: Й 
ий ТИ то образованный прямой е положительным 


0 
направлением оси Ох. 


сои > 05000 54500° Еел ь ° (рис. 31) 
(рис. 30) и < 0, то 90° <. < 180° (ри 


ДАОА, : Вчера — № 0 
А, = 650, х, >0 АВОВ, . = $2(180°—а)=—ва = 
о 
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: - 


В 
% | : 
Ус ” 
180°— ар 
В № о 
&>0, Е<0, 
а — острый угол а, — тупой угол 
Рис. 30 Рис. 81 


График у = Ёх лежит вТи Ш График у=Ёх пежит Вени. я 


четвертях. четвертях. ее 
При Ё>0 функция и = #х воз- При #<0 функция у = Ех убы- 
растает (см. рис- 30). вает (см. рис. 81). - : 


Замечание. Чем меньше ||, тем график ближе к оси Ох. 


ЗЕРЕРИЕЕ 


ЕЕЕСЕЕВЕЕТЕ 


о . 
Постройте графики функций у= 2: у=2х, у= = х. 


Решение. 
График каждой из функций проходит через 
точку 0(0; 0). Найдем вторую точку для каждо- 
го графика. 


| Для ка точка А(4; 1), для у=2х точка 
4 


В(2; 4), для у= -5= точка А(4; —2)- 


Построим графики этих функций в одной си- 


стеме координат (рис- 32). 


Глава И. 


Построение графика функции у = Их +Ь 


Функцию у=йх+6 называют линейной. 
Для построения прямой у=йх-+6 достаточно двух точек пересечь. 


ния ее с осями. в 
Точка А(0; 5) лежит на оси Оу, точка В | в} о] на оси 0; 


(рис. 33). 


То 


Рис. 33 
ь с 
Замечание. Если число 2 мало, у г 
то возьмите любое «удобное» зна- № 
чение х, найдите Ух) и прове- 
дите прямую через точки А(0; 6) и 
С(хо; У(хо)) (рис. 34). 38 (6) х х 


_ Полезный совет. При постро- | Рис. 34 
ении графиков функций у=Ёх и 
УЕЁХ+Ь учитывайте, что это — па- 
раллельные прямые, так как у них 
_ одинаковый угловой коэффициент 
#. Поэтому можно построить график 
Функции у=Ёх и через точку (0; 5) 
провести прямую, параллельную 


функции У=ЁхьЬ (рис. 35). Функ- 
ция У=Ёх — частный случай функ- ВЕ 
ции у=Ех+Ь приб=0 г с 


Внимание! Если и | 1, то В, 


если В в, той пересечет [,. _ 


Ее и, наоборот, если №, =, то а |, 
я р х ь Ш. 


ут 
\ 
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До 


Постройте графики функций у= 
у=3х=1 у==2х—4, у=х=4. 
верьте, какому графику принадлежит точка А(-4; 4). _ 
Решение. Е 
1) Построим график функции у=3х-1 (рис. 36). Для м - 
удобнее взять точку А(0; —1) на оси Оу и точку В(1; 2). Если взять у= 0, _ 


1 
то х= - эту точку неудобно строить. 


Рис. 37 


2) Построим графики функций у=-2х-4 иу= х-—4 (рис. 87). 
3) Проверим, какому графику принадлежит точка А(-4; 4). Для 
этого подставим в формулу каждой функции значения х = =4иу= 


у=3х — 1 (1) у=-2х -4(П) у=х-4( 
4+3. (-4)-1 4=—<2 .(-4)-4 4=—4-4 
точка А(-4; 4)_ точка А(-4; 4) 


точка А(-4; 4) 
не лежит на графике 


Т| лежит на графике | нележит на графике Ш 


Замечания 


1. Если Ё #,, то графики, 
ютединственную общую ТОЧКУ — т 


построенные в одной системе Оху, име- 
очку пересечения. 


а. Е а | 


И 
2. Можно бразь любые две точки (Хо; И 
прямую у=Ёх 6, но рациональнее прямую строить ч 


сечения ее с осями. : 
_ Внимание! Если дана функция /= Ех 6, где = х = .0°), ту 
=В — это прямая, параллельная оси Ох и проходящая через точку (5, || д 
Если а = 90°, то имеем прямую (х=а), ПарООЛ НТН Се] "7 


ве прож. |,” (и 

дящую через точку (а; 0). -- | и” 
Если 6 = 0, то у= 0 — уравнение оси Ох. Если а= -0; то ха о — Урав. |’ соки 

нение оси Оу. и ‚ 

= 0 0х. 
$ [8 пере 

50 0у. 
= здте ие 
Постройте прямые. рее 
= чиеления) 

1. у=2 иу=-3 2. х=Тих=-2 
Решение. См. на рисунках 38 и 39. 

1 Порой 
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‚ 1 РО) =С; 0) о (0; +) 
2. Е(у) = (50; 0) 3 (0; +=) 
\ 3. Четность (нечетность) функции: у(-х) = ве =у(х)>у= ды 


ная функция. График симметричен относительно точки 0(0; 


осью Ох. 
5. Точки пересечения с осью Оу: х*0 (20). Нет точек пересечения с 
) осью Оу. -- ы Е: 
` 6. Задайте несколько значений функции при Хх >0 (удобных ‘для вы- 
числения). — 


7. Постройте точки [= 1 ь 


ОЕ ыы ‚... и соедините их 
Хх 
плавной линией. 
Постройте точки, симмет- 
ричные данным точкам (п. 7) 
относительно начала коор- 
динат 0(0; 0), используя не- 
четность функции (п. 3): 
и ты 

= Е о зах ==. +5 
Хо; х , [ 17 х, 
соедините их плавной лини- 
ей, получите график функ- 
ции — гиперболу (рис. 40). 


г 


94 


ел ` Глава 11. Фу, 
р а анте реет Е ши - 


1 ы Е 
= ик расположен. 
9. Если дана функция у = ‚* то ее граф р 2% = го Пи У ь 
вертях (см. рис. 40). 


Замечание. Построение графика Ея у 2 ВЫПОданет 


а 
по алгоритму 20, при этом все значения функции = УМВожаюик, 
на чис 


то гипербола расположена вТи ш четвертях име. 
ттельно 0(0; 0); если # < 0, то гипербола расположена 5 


гетвертях. Ветви ее бесконечно приближаются к осям коорди. 
Ох и Оу — асимптоты) (рис. 41). 


Постройте график функции. 
2 


х 


1: уУ=- 


2. и 


Хх 
Выполните задание самостоятельно и сравните с рисунками 41 и 42 


—— 
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=: - Ба 
Полезный совет. Строя эскизы графиков функ 


1 аа 
о У— аа» ПОМНИТЬ, что онй умеютвих графика у=— 
р 


больше п, тем график ближе к оси Ох при |х|>1 (по сравнению © 


у 
фиком функции у= =: и дальше от оси Оу при [| < 1 (ем. рис. 41). 


Построение графика функции у 


1 
Построение графика функции у=-—> выполняется по алгоритму 20 
% 


с учетом того, что эта функция четная, ее график симметричен отно- 
сительно оси Оу и расположен в Ги П четвертях. 


Решение. Ее: 
рае 


не У и’ 
Ра Е и, 

+5 2’ 
1) 0) =; 0) 5 (0; +°) пр)= (5; 9 ит 
Е (0; +05) 2) Е(у) = (9; 0) _ я и 


3) Составим таблицу значений. 


3) Составим таблицу значений. 


Построим эти точки в системе хОу, затем точки, им симметричные 
относительно оси Оу, соединим их плавной линией, получим нужные 
графики (рис. 43, 44). 

Ё 

Замечание. Если дана функция у=—>, то при Ё>0 график о 

5 
расположен вТи П четвертях (у>0) (рис. 43); при в<0 график распо- (чет 


ложен в Ш и [У четвертях (у<0) (рис. 44). т ето 


> 1 
Полезный совет. Графики функций Ея и и м 
х Зе 


1 
х>=0, имеют вид графика У для построения эскиза графика 


Е. 1 
= я достаточно построить график функции у= и изобразить 
х 


= 1 
график у= я ниже графика у я: при а] >1 и дальше от оси Оу 


при [| < 1 по отношению к графику у= — (см. рис. 43). 
х 


График функции у=х* называется кубической параболой. 
1. О(у) = (50; +00) Е 
2. Е(у) = (—-50; +00) 
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3. Четность (нечетность) функции: и(-х) = 
ИЕ 

= (х)* = -И(>), значит, у=х” — нечетная 
функция, ее график симметричен относи- 
тельно начала координат — точки 0(0; 0). 

4. Нули функции: у=0; х=0<>х=0, и, 
значит, график пересекает оси Ох и Оув 
точке О(0; 0), т. е. проходит через начало 
координат. 

5. Составьте таблицу значений для х>0. 


6. Постройте точки 4( ый Ва; 1), С(2; 8) 
(в [ четверти). 28 
7. Используя симметрию точек графика относительно начала коорди- 


нат (п. 3), постройте в Ш четверти точки 4[= ВЕСОВ. 


С. (-2; 8), симметричные точкам А, В, С. 
ивой и продолжите ветви графика 


8. Соедините точки плавной кр 
получите кубическую пара- 


вверх в 1 четверти и вниз В 1 четверти, 
болу (рис. 45). 


Замечание. Чтобы построить график функции у= ах*, надо 


В ов в 
построить точки с координатами (хо; ахо’), (1; ах ), (х5; ах’) ит.д.и 


соединить их плавной кривой. 
Если а > 0, то график У= ахЗ расположен вТи Ш четвертях, функ- 


ция возрастает. Если а < 0, то график расположен во Пи ГУ четвертях, 
функция убывает. Чем больше |а], тем график ближе к оси Оу; чем 
меньше |а|, тем график ближе к оси Ох (рис. 46, а). 


Полезный совет. Чтобы построить эскиз графика функций 
3 
у=х°, у=х', УЕ х”", надо построить график функции у=х* и при 


|‹|<1 изобразить график функции у=х”"" ближе к оси Ох, а при 


1. Б(у) = (-®; +0) 
2. Е(у) = (С°; +00) 


с к (ночетность) функции: у(-х) = - —З/х =-и(х), значит, о 
функция у=\/х нечетная, ее график симметричен относительно 
начала координат — точки 0(0; 0). 

4. Найдите нули функции: у = 0, тогда Ух =0, х=0, и, значит, график 
проходит через начало координат О(0; 0). 


5. Составьте таблицу значений для х>0 (берите «удобные» значе- 


ния х, чтобы извлекался корень): 


6. Постройте точки А; :] 


‚ В; 1), С(8; 2) и симметричные им точ- 


т | 
ки в Ш четверти (учитывая п. 3): А, | = ‚ В,(-1;-1), С.С 8; -2). 


7. Соедините точки плавной линией, получите график функции 


и = З/х (рис. 47). 
Замечание. Графики функ 
3, ...) имеют вид графика функции у 


ций и= Хх, и=Ух, у=2"х (п=2, 
= Ух: при |х| <1 график функции 


Рис. 48 


: - 1 е 
Графики функций у=х3, у=хз 
у= /х прих>0 (рис. 49). - 


1. Бу) =[0; +0) 
2. Е(у) =[0; +°) 
3. Выясните, что функция не обладает свойством чет Но 
сти) (см. п. 1); график не симметричен. - 
4. Найдите нули функции: у=0, тогда \/х = 05 -0 
фик содержит точку 0(0;0). 5 


5. Составьте таблицу значений х, > 0и = -& хь ‘берите. «удобные, 
значения х, чтобы извлекался корень): 


фин 


$ 10. Графики элементарных функций 


‚ Постройте точки (0; а ; т 
6 (0;0), РЕ. › (1;1), (4; 2) и соедините их п 


линией; продолжите линию вправо-вверх, получите график 
ции у= \х (рис. 50). 


Рис. 50 Рис. 51 


Замечание. Графики функций у=/х (х>0;п=2, 3, ...), у=4/х, 
у= х ит. д. имеют вид графика функции у= Ух: при 0 <х < 1 гра- 
фик функции у= 2х (п =2, 3, ...) расположен выше графика функ- 
ции у= Ух ‚априх>1 — ниже графика функции у= Ух (см. рис. 50). 

1 1 

Графики функций у= х\, у= хб, 

имеют вид графика у = хи расположены в Тчетверти, функция воз- 


растает (рис. 51). 


1 
рух” (х> 0, п=\ 2, 3, -.) 


деления функции: Оси) = (=; 400). 
значений функции: Е(у) =[0; +5). 


нечетность): У(-х)= 9х) = 32 = и(х), 


1. Найдите область опре 
2. Найдите множество 


3. Определите четность ( 
функция у= ы с? четная, 
Оу. 

4. Найдите нули функции: У = 0, тогда >" =0<=> х=0; график прохо- 


дит через точку 0(0; 0) — начало координат. 
>0иу=х* (20): 


ее график симметричен относительно оси 


5. Составьте таблицу значений %Х» 


6. Постройте м 0), В я 


им точки во П четверти (уч 
и 4) 9209 


$ 10. Графики элементарных функций з 103 


т 

Я Определите четность (нечетность): функция у=х " нео 
этим свойством (см. п. 1), график не симметричен. 

4. Найдите нули функции: у + 0 (см. п. 1 и2). График не пере 
(и не касается) ось Ох. 


5. Составьте таблицу значений х > 0иу> 0: 


6. Постройте точки | х,; ‚... и соедините их плавной линией, по- 


т, 
Е 
лучите график функции; он расположен в Т четверти. 


_1 _2 
Постройте график функции: 1. у=х 2.2. у=х з. 


Выполните задание самостоятельно и сравните с рисунком 54. 
т 


Замечание. Графики функций вида ух " (т, п — натураль- 


в 
ные, п = 1) имеют форму графика функции У=Х 2 (см. рис. 54). 


Постройте график Е 


у" 2.4=- 


Ответ: 1. Рис. 55. 2. Рис. 56. 3. Рис: 5 


График функции 
1. (у) = (9; +0) к 
2. Е(у) = [0; +0) — х 
3. Четность (нечетность) функции: у(-х) = сх = 

четная, ее график симметричен относительно оси 
4. Нули функции: у = 0; 2 =05х=0 — точка 0(0; 0) принадлежит 


2 з : к. : 
графику функции, х” > 0, значит, точка 0(0; 0) — точка касания 
графика с осью Ох. ве 


5. Составьте таблицу значений х, 


$ 10. Графики элементарных оная 


6. Постройте точки А(\. 1 
24)? В; 1), С(2; 4) и симметри 


ки относи 1 : 
: тельно оси Оу: А, т о ‚ В,(-1; 1), С.С2; 4) а. 
7. Соедините точки плавной линией и продолжите ветви вве 


получите параболу у = х (рис. 59) 


Полезные советы 
1. Чтобы построить график функции у= ах”, надо значения х* ум- 


ножить наа. Если а> 0, ах? >0 (у>0), то ветви графика направлены 
вверх и график находится над осью Ох (рис. 60). Если а<0, то ах <0 
(и<0), ветви графика направлены вниз и график находится под осью 
Ох (рис. 61), причем значение (а| влияет на сжатие графика: чем боль- 


ше [а], тем ветви графика ближе к оси Оу. 


2. При построении графиков 
функций у=х’, уз = х", 
п е М, учтите, что они имеют 
вид графика и=х’ (рис. 62): при 


0 <х < 1 график функции уЕХ" 
м ближе 


коси Ох, чем больше п е № и бли- 
же к оси Оу прих > 1. х 
Графики функций „У= ах +с, 


у=а(х+6)*, у= ас МОЖ 
но получить из графика функции 


—ах? сдвигом его вдоль ' 
ли совершая сдвиг осей 


Рассмотрим это’ подробнее. — И, 
Для построения графика функции 
уча Е 
уточним смысл чисела, Вир: 


° число а изменяет значение аргумен. р 
та х, значит, график функцииу = [(х) пе. || и 
| ремещается вдоль оси Ох на (-а) единиц | 
‘ось Оу переносится параллельно самой себе на а единиц относи. | | у? 
но графика функции у = /(х) в сторону, противоположную движе. | чи” 
трафика функции у = /(х); Е. фу 
-  ® число 6 влияет на ординату у — 6 =7(х + а), т. е. на движение гра. 
ика функции у = /(х) вдоль оси Оу — график перемещается на В еди- 3 о 
ниц (или ось Ох переносится на (-6) единиц параллельно самой себе то 
относительно графика функции у = [(х); а 

® число Ё влияет на растяжение и сжатие графика. = и. 

Вывод. Строить график функции и = Е/(х + а) +В можно двумя е 
путями: Е > Но - 

1) перемещать график функции у = ЕЁ(х) на (-а) единиц вдоль оси `В 
Ох и на Б единиц вдоль оси Оу (получим новые координаты вершины у 
параболы (-а; 5); а |: 

2) перемещать оси; Ох на а единиц и Оуна (-Ь) единиц относитель- 1 


но графика функции и = #/(х) параллельно самим себе, при этом точка 
пересечения перемещенных осей ди 
ку (а; -Ь). 


даст новое начало координат — точ- 


Тепособ (сдвиг графика) 
1. П й Е 
ав м ол ищи У = 14% в системе координат Оу (пох 
: динат Ве 
осях). п отметив масштабные единицы ий 


$10. Графики элементарных функций 


9. Умножьте ординату каждой точки графика функции у=Ё 
число Ё (если Ё > 1, то речь идет о растяжении вдоль оси О 


фициентом Е; если 0 < Ё < 1, то это сжатие в т раз). 
Е 


3. Выполните параллельный перенос графика функции у = ЕР 
(-а) единиц вдоль оси Ох и на единиц вдоль оси Оу: получите 
фик функции у = Ё/(х + а) +5. к 


П способ (сдвиг осей) 
1. Постройте график функции у=/(х) в системе координат хОу (оси, 
начало координат и координаты точек на осях не подписывайте). 


2. Умножьте ординату каждой точки графика функции у = 1(х) на 
число Ё (если # > 1, то речь идет о растяжении вдоль оси Оу с коэф- 


фициентом В; если 0 < # < 1, то это сжатие в * раз). 


3. Постройте точку (а; —6), примите ее за новое начало координат — 
точку О0(0; 0). 

4. Проведите новые оси через точку (а; —-6) параллельно «старым» 
осям и назовите их Ох и Оу (при этом прежние оси получат сдвиг: 
ось Ох на (-6), ось Оу на а единиц параллельно самим себе). 


5. В новой системе координат график функции у = ЕТ (х) станет уже 


графиком функции у= ЕТ (ха) + Ъ- 
6. Нанесите на новых осях тот же единичный отрезок и координаты 


точек. 


рафиков функций: 


с и=а(х +5) 


Тспособ (сдвиг графика) 
ах? в системе координат. 
искомой параболы: А(-5; с). 


й перенос) графика у= ах” (можно 
го вершину с точкой (-5; с). 


1. Постройте график функции У= 
2. Найдите координаты вершины 


иг (параллельны 


3. Выполните сдв 
совместиве 


используя шаблон), 
4. Подпишите полученный график. 


108 


П способ м ое 


1. Постройте график ф 
сывая осей). 

2. Найдите (новое) начало координат (6; —с). ) 

3. Проведите через точку (6; —с) (новые) оси: координат т параллель 
старым, подпишите их, проставьте масштабные единицы ПО оеяу 


(те же, что и вн. 1). 
4. Подпишите график в новой системе координат. 


Постройте график функции. 


- 
1. у=-х?-2 
Иа 
Решение. 
Функция имеет вид у=ах* +с, в БО. с=-2 
Е 
Тспособ ы 


1) Построим график функции у= Тя 
т 


2) Координаты вершины искомой параболы: (О; -2) 
:А(0; 2). 


3) Сдвигаем график функции = 


вместилась с точкой (0; —2). 2 Ко ЕВА ВНИЯ. ОГО Со 


4) Подпишем получен : 
ный график функции у= а —2 (рис. 63). 


$ 10. Графики элементарных функций 


П способ 
1) Построим график функции у= "д? 
5х. 


2) Новое начало координат: (0; 2) 

3) Проводим новые оси БориННЕ (в 
нашем случае ось Оу совпала с преж- 
ней, а ось Ох поднялась на 2 единицы 
вверх), подписываем их: Ох и Оу. 

4) Подпишем график (ранее постро- 
енныйви. 1). Вновойсистемекоординат 


это будет график функции у= о —2 (рис. 64). 
2: у=2(х-3): 


Решение. 


Функция имеет вид у=а(х + Ба, 
ь=-3, с= 0. 


Тепособ 

1) Построим график функции у = 2. 

2) Координаты вершины искомой па- 
раболы: (3; 0). 

3) Сдвигаем график функции у= 2х2, 
совмещаем вершину параболы с точкой 
(3; 0). 

4) Подпишем полученный график 
функции у= 2(х — 3): (рис. 65). 


П способ 
1) Построим график функции у = р 
2) Новое начало координат: (-3; 0). 

3) Проводим через точку (-3; 0) новые 
оси координат (ось Ох совпала с преж- 
ней, а ось Оу сдвинулась на 3 единицы 


влево). В 

4) Подпишем график (уже построенный 

вп. 1). В новой системе координат это будет 
2(х — 3)* (рис. 66). 


график функции у = 


3.у=@&- 2) +3 


Решение. 


Функция имеет вид И = а(х + с, 


Тспособ = 
1) Построим график т - й= =? 
2) Координаты вершины иск. 
3) Сдвигаем график функц 
стилась с точкой А(2; 3).. 
4) Подпишем полученный гр 


П способ 


а—а—Д—ПыД—=—ыЮДды>Ю=—юЮ—Ю—Ю——- 


$ 10.Графики элементарных функций ==. 


=. 


1. Найдите координаты вершины параболы по формулам 


2 

У = У(х) = ах? +6х, +с или по формуле у, = ооо через ко: 
а 

фициенты а, 6, с. А(х,; уз) — вершина параболы. 


2. Проведите ось симметрии параболы х = ->. через точку А(хо; Ио). 
а 


3. Определите направление ветвей параболы по знаку а: если а> 0, то 
ветви параболы направлены вверх; если а < 0, то ветви параболы 
направлены вниз. 


4. Найдите точки пересечения графика с осями: 

1) с осью Ох: у = 0, значит, ах? + Вх + с=0, решите это уравнение; 
если О>0, то х, #х, — два корня уравнения, график пересекает 
ось Ох в двух точках: (х;; 0) и (х›; 0); если О =0, то х, =х, — один 
корень уравнения, график касается оси Ох в точке А(хо; 0); если 
р<0, то нет корней среди действительных чисел, нет и точек пере- 
сечения с осью Ох, и если а> 0, то парабола расположена над осью 
Ох, если а<0, то парабола — под осью Ох; 

2) с осью Оу: х=0, у=с, точка В(0; с) — наоси Оу. 


5. Постройте точку В(2хо; с), симметричную точке В(0; с) относитель- 
Ь 


но оси х=--. 


2а 
+с=0 не имеет корней или имеет один ко- 


2 
6. Если уравнение ах +6х 
рень, то возьмите две дополнительные точки (хо + р; И(х = Рр)), где 


х› — абсцисса точки А(хо; о). 
Соедините точки плавной линией и продолжите ветви графика 
вверх, если а>0, и вниз, если а<0, получите искомую параболу. 


5 


2 > 
Полезный совет. Если есть шаблон параболы у=ах , то най- 
ь 


дите вершину параболы А(хо; Уо), проведите ось симметрии х=-— 
шаблона с точкой А, обведите ша- 


и, совместив вершину параболы 
блон, получите искомый график. 


Ку 
112 ы 


1. у=х-2х-3 

Решение. : ь. °в 

1) Вершина параболы А(х; 0): х = _ № = Е 
щи=и(®=1-2-3=-4; А(1; —4). 

2) Ось симметрии параболы: х=-=—; х=1. 


2а - 

3) а=1 = а>0, ветви параболы направлены вверх (‹). 

4) Точки пересечения графика с осями: 

а) с осью Ох: у=0; х* — 2х -3=0; х, = 1, х, = 3, точки С(-1; 0) и 

С:(8;0); : 

6) с осью Оу: х=0; у=-8, точка В(0; -3). 

5) Точка В1(2х; с), симметричная точке В(0; -3) относительно оси 
ХЕЕ В, (2; 3). Е. . 

6) Построим точки А, В, В,, С, С,, соединим их плавной линией и про- 
должим ветви графика вверх (п. 3), получим искомую параболу (рис. 69). 


2.у=-2х+4х-3 

Решение. 

1) Вершина параболы А(хо; уз): 
Ь 


Яд; № ч-Ни=ИО=-2+4-3=-1; 4(1; 1 
2) Ось симметрии параболы: х = 1. 
2а 
3) а=--2>а<0, ветви параболы направлены вниз (/^). 
4) Точки пересечения графика с осями: 
2. С ЕЕ = 16-24 <0 — нет кор- 
Б ла не пересекает ось Ох 3); 
6) сосью Оу: х=0; у=-3; В(0; 3) и находится под осью Ох (п. 3) 
5) Точка В\(2х;; с), 
Е: В.(2; — -: о; с), симметричная точке В(0; —3) относительно оси 


6) Дополнительные точки: (х, + 
‘= р; У(хо = р)). 

Пусть р=2, тогда а в: 3: г 9): 
х.=1-2=-1; = 0: рт: -9). ‚ И= -2 9+4.3—3=-9; (3; ); 


ЕЁ 


Полези 


1, Можно 
вара и 
пению 


адрат у 
а 


| Е о $ 


—: у=-24?+4х-3 


Рис. 69 Рис. 70 


7) Построим точки А., В;, В, О, О, и соединим их плавной линией. 
Продолжим ветви графика вниз (а<0), получим искомую параболу 
(рис. 70). 


Полезные советы 
1. Можно в квадратном трехчлене ах’ +6х+с выделить полный 
квадрат и построение графика функции у= ах? +6х+с привести к по- 
строению графика функции у= а(х+5) +с по алгоритму 28 (полный 
2 
Ь Ь? —4ас 


КВ ат: = === 
Е “(х 2а с 


2. Можно рассматривать построение графиков у= а(х+ь)*, 
2 
у=ах? +с как частные случаи построения графика у=ах +6 х+с по 


алгоритму 29. 


Постройте график функции. 
1. у=2(х+3)' 

2. и=3х* -2 

3. у=-х? +2х+3 


Ответ: 1. Рис. 71. 2. Рис. 72. 3. Рис. "3. 


Рис. 71 - 


Вывод. Пар 


Т. Построить 1 
перенос этого. 


Графики элементарных функций 


$10. 


Я ———_—_——_— 
т. —2 Ре 0 1 2 = 
ЕЕ + а 
у=а — = - 
а? а 1 а а? = 


Л. Постройте точки и соедините их ь у 
: плавной линией 2 
мый график функции и = а*. ей, получите ик 


При а>1 Функция у = а" воз- | При 0<а<1 функцияу= а” 
растает (рис. 74). р - 


Рис. 75 


Рис. 74 


Помните! Все графики функций у= а‘ проходят через точку (0; 1) 
и лежат вТи П четвертях, так как а^ > 0 при любых х. Графики при- 


ближаются к оси Ох, но не пе ось Ох — асимптота каждо- 


го такого графика. 


ресекают ее, 


Полезный совет. Для построения эскиза графика функции 


= ий . 
у=а’ достаточно трех точек: 


1 вправо-вверх, а при 0<а<1 
уювГи П четвертях. 


ика (при @> 


Зная направление граф 
авную крив 


вправо-вниз), проведите пл 


Постройте эскиз графика функции. 
"Ву= 2 >. 
Решение. ^ "|. 


Воспользуемся полезным советом. РР 
1) Возьмем три значения х = -1; 0; 1 и вычиелим значения у = д". 


2) Построим точки в системе координат хОу и ‘соединим их плав- 
ной линией. Е 


3) Графики приближаются к оси Ох, но не пересекают ось слева 
(рис. 76) или справа (рис. 77). Е м - 


Замечания са 


1. Для более точного построения 
точек. Е: и 
2. Еслиу=Ё-а^, то знак числа влияет на положение графика сле- 
дующим образом: при # > 0 график проходит вТи П четвертях 
при <0—вШитУ четвертях 


графика возьмите еще несколько 


й 
х 


$ 10. Графики элементарных функций 


Постройте эскиз графика функции. 
СУ 9- 2. у=10* 
Ответ: 1. Рис. 18. 2. Рис. 79. 


Алгоритм 


График функции у = 10 ‚Хх можно построить двумя способами: 

ты Т. Применить алгоритм (см. ниже), основанный на применении 
свойств логарифмической функции. 

и П. Воспользоваться тем, что логарифмическая и показательная 

| функции — взаимно обратные и что их графики симметричны отно- 


сительно прямой у=хХ. 


Т способ 
1. Найдите область определения ф 
множество значений фу 
етность (нечетность) фу 


ункции: О(у) = (0; +05). 
нкции: Е(у) = (-5; +5). 


2. Найдите 
3. Определитеч нкции: не является ни четной, 


ни нечетной (п. 1). 
=0, т.е. ю8,х=0, х=а‘=1=1 — корень 


4. Найдите нули функции: У 
- ое кает ось Ох в точке (1; 0). 


уравнения, график пересе 
5. Найдите точки пересечения графика функции с осью Оу: х=0 


(п. 1), значит, нет точек пересечения графика с осью Оу. 


Г ‘< а 


6. Составьте таблицу значений хиу= обоя 
значения О(у) и Е(у) у Функции у = а 
взаимно обратный функции): 


СЁ поероиа точки в системе координат 
линией: 
при а>1 функция возрастает те а 
вверх-вправо (рис. 80); 

при 0<а<1 функция убывает (х.> 
вниз-вправо (рис. 81). 

Графики приближаются к оси бу 


к. 


РА 


0. Графики элементарных функций 


$1 


$ г оединит® авик график, помня, что при |< а 
приближ угодно близко к оси Оу, но не пересекает е 


1. Постройте графики функций: 1) у=105,х; 2) у=10&, х. 


2 


Решение. 
ра=2, а>1 (рис. 82) 


2. 1) Найдите по графику функции у=ю8,х значения у, если 


х=1,5; 0,5; 3. 


2) Найдите по графику функции у = 105 : х значения х, вслиу м 
1 В - — 5 
2$ 5} 2. 
Решение. 
1) Построим график функции у = 10йх. . Е , 
Найдем на оси Ох значения 0,5; 1,5; 3; построим  перпендикулио, р 
в этих точках к оси Ох до пересечения с графиком. 

Из точек пересечения графика с перпендикулярами к оси Ох оп. 
гим перпендикуляры на ось Оуи прочитаем значения у (рис. 84). / 
Получим у(1,5) = 0,6; (0,5) =-1; у(3) = 1,7. 

2) Действуя аналогично, получим (рис. 85): 


= -1,5, если х= 2,8; у= —1, еелих=2; у= . ‚ если х = 0,7; у=2, 


1. Посл 
Отве 
у 
Рис. 84 Рис. 85 ь 
П способ 
1. Постройте график функции у=а” (см. алгоритм 30). 
2. Проведите прямую у=х. 
3. Постройте точки, симметричные точкам графика у=а” относи- , 
тельно прямой у = х, соедините их плавной линией, получите график ка 


обратной функции у=1ю8, х (рис. 86). _ 
ПЕ =: 


А | 
й— = 1 


На рисунке 87 даны графики и= 2 иу их 


$10. Графики элементарных функций 


Рис. 86 


1. Постройте график функции: 1) у= В ;2) у=10& 1:5} 3) и= |=; < 
3 


Ответ: 1) Рис. 88. 2) Рис. 89. 3) Рис. 90. 


у у 
1 1 
9 1 р О] 1 2х 


Рис. 89 


Рис. 88 


у 


2. ЕГЭ. График какой из перечислен- _ з 
ных функций изображен на рисунке 
91? 


Рис. 91 


Ответ: номер верного ответа: 3. 


2% г < ы Е и Г 
У Кций Ия 
Построение графиков некоторых функций у я 
способом сдвига осей , Их 
Е: М 
- я | ай 
р 
ив 


А 


у=(-2) 
р 2. он _3 


_ Решение. 


1. 
1) Построим график функции у = 25. 

2) Построим точку (-2; 0) — новое на- 
чало координат, обозначим ее О(0; 0). 

3) Проведем новую ось Оу через точку 
(-2; 0). 

4) Подпишем график функции у=(х—2)} 
в новой системе координат. 

5) Нанесем на новой оси Оу тот же 
единичный отрезок и координаты точек 
(рис. 92). 


2: 

1) Построим график функции а 
2) Построим новое начало коорди- 

нат — точку (1; 3) и обозначим ее 0(0; 0). 
3) Проведем новые оси координат, че- 


рез точку (1; 3) параллельно прежним 


осям и обозначим их Охи Оу. 

4) Подпишем график в новой системе 
координат: у= 2**!—3. 

5) Нанесем на новых осях Ох и Оутот 


же единичный отрезок и координаты то 


чек (рис. 93). 


а > 
йте график функции, пользуясь алгоритмом 27 (И способ), 


Ей к _ Рис. 93 


=“ 


и: 


№4 


уетрич 


|2 
А 
у 
р 
р 
Е 
ет 
Ре 
ее 
о 
й 
р 
, 
жет 
р 
' 
р 
' 
й 
‚ 
р 
р 
' 
й 
р 
р 
р 
' 
, 


Рис. 92 


1. Постройте АЕ НЕ у=Ё( ра 


2. Отобразите симметрично относительно оси Ох ту часть гра 
которая находится под осью Ох (так как|1(х)|> 0), получите гра 
ыы у= | 7 в. | 


бон а функции у= = Тов 


Решение. 


1) Построим график функции у=10о5, х. 
2) Отобразим часть графика, которая находится под осью Ох, сим- 
метрично относительно оси Ох (рис. 94). 


УА 


нкции у = 1). 
чно относитель 
Оу (так как и 


1. Постройте график ФУ 

2. Отобразите симметри 
которая справа от оси 
функции у = / (4%). 


У 


но оси Оу ту часть графика, 
|) = у(-х), получите график 


Постройте график функцииу= Ы : 


| Е 
в Поетроим трафик ЦИИ У- РЁ 


разим ту часть графика, которая справа ‹ от р оси (7 име 


ео Пе 


1. Постройте график функции 

и у= 1(х) (1. 
2. Постройте график функции у= 1х) (О. 
3. Постройте график ее — и=7(х|)| а. 


Постройте график функции. 


ее 


102, [х| 
2 


ув ирстаей 


$10. Графики элементарных функций 


Решение. 


1. 1) Построим график функции у=108: х (1). 
2 
2) Построим график функции у=1юв, |х| (он будет состоят 


т? - 
„— т графика 1 и графика, симметричного ему относите 
оси ЧУ . 


3) Построим график функции у= он дфовдет рае 


105, [х| 

я * 
но графику (П) относительно оси Ох (П1)). Получили график искомой_ 
функции (рис. 96). 


у= 


од, |х| 
2 


Рис. 96 


у 
у= 28) к 4 


2. 1) Построим график функции Е 
(1). 
2) Построим график функции у= 


3). Построим новое начало координат — 
точку (3; 4) и примем ее за 0(0; 0). 

4) Проведем новые оси через точку 
(3; 4), получим график У= а, 


5) Отобразим часть графика (1), распо- 
ложенную ниже новой оси Ох симметрич- рис. 97 


но относительно новой оси Ох т» —. 
= а х+ -4 
чим график искомой функции У 2 


(рис. 97). 


29 (1). 


ры построения графиков ф 


Приме 


Я примеры | 


Постройте график функции. = 
уе +2х-3] _ 
Решение. - 
1) Построим график функции РИ 
Выделим полный квадрат вт 
Ж+2х+1-1-3=(+2х + 
Построение можно выполнить 


= 


+] 
1 
р 
в 5) 


Выполните построение самостоя- 
тельно и сравните с рисунком 100. 


ц 44 у=|х-2]+|х+3|+2х 


Решение. 


1) Найдем значения х, при кото- 
рых выражения, стоящие под зна- 
ком модуля, обращаются в нуль: 


=, 
х+3=05х=-38 


$10. Графики элементарных функций 


Рис. 100 


2) Нанесем числа -3 и 2 на координатную прямую (условно, боль- Е 


шее число правее, меньшее — левее). 
3 


жутке и раскроем скобки модуля: 


х-2 = 
х+3 - -8 


. ИЕЧ4Х т 


4) Построим график на каждом проме- 
жутке, получим график данной функции 


(рис. 101): 


-1 при х<-3 
у=2х+5 при _3<х<2 
4х+1 прих>2 


3) Определим знаки выражений (х-2) и (х+3) на каждом проме- — 


+ 


а) х<-3>у=2-х-х-3+2х=-Ву=-1 
6) 35х52 у=-х+х+3+2х=2х+5; у=2х+5 
в) х>2> у=х-2+х+83+2х=4х+Ё 


у=4х+1 


у=2х+5 


Постройте график функции. 
тук -5]-2х 


д 
2. т] де 


(#1 
#-1 


3. у=д*-2 


Ответ: 1. Рис. 102. 
2. Рис. 103. 
3. Рис. 104. 


у 


у=х + хприх> 1 


У=-х-х прих<1 


Рис. 103 


Рис. 


Рис. 104 


2-х -2+3 3. у-2-2е-9. 


к 1 
4. у=Х а. о Ве. 6. у=|х+5]|- 


Ответ: 1. Рис. 105. 2. Рис. 106.3. Рис. 107. 4. Рис. 108. 5. Рис. 109. 
6. Рис. 110. 


Рис. 105 Рис. 106 


Рис. 109 Рис. 110 


Рис. 108 
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Глава Ш 
Решение уравнений и нераве 


Уравнения и неравенства 


Алгебраические выражения, соединенные знак 
разуют равенство. 


В математике рассматривают два вида равенств: 
нения. 


ом «равно» (=), об. 


тождества и урав- 
ааа Ура 


Определение 1. Областью допустимых значений (ОДЗ) выраже. 


ния называют множество всех числовых значений букв, при подста- 
новке которых выражение имеет смысл. 


1 
Например: ОДЗ выражения = 
а- 


Но 


является множество всех дей- 
ствительных чисел, кроме а=1. 


Определение 2. Тождеством называется равенство, верное при 
всех допустимых значениях букв входящих в него выражений. 


Например: 5=5; 0=0; 4+7 =7+а; а*-ь? = (а-6)(а+5) 


Определение 3. Два выражения считаются тождественно в 
ми, если их числовые значения равны при любых допустимых значе- 
ниях букв, входящих в Эти выражения. 

Определение 4. Тождественное преобразование выражения — 970 
переход от одного выражения 
нию. 


е- 
К тождественно равному ему выраж 


Тождественны : 2 Е- 
ми п еоб ь упр о 
нии выражений. р Разованиями мы пользуемся при 


Определение 5. Уравнением называется равенство, содержащее 
буквы, обозначающие неизвестные числа. : | 

Равенства вида А(х) = В(х) или А(х)=0, где А(х) и В(х) — 
жения, содержащие неизвестное х, называют уравнением с одни. 


вестным. Неизвестных может быть несколько (неизвестные назЕ 
ют также переменными). 


Например: в уравнении х+2у=5 два неизвестных хиу 
Выражения, стоящие в уравнении слева и справа от знака равен- = 
ства, называют соответственно левой и правой частями уравнения. 
Например: 2х+3 = 5-х 
—— —— 


левая часть правая часть. 
уравнения уравнения 


Определение 6. Корнем уравнения называется значение неизвест- 
ного, при котором уравнение обращается в верное равенетво. 


Определение 7. Решить уравнение — значит найти все его корни 
или убедиться, что корней нет. 

Уравнение может иметь один корень, несколько корней, не иметь 
корней или иметь их множество. 

Например: 

а) Уравнение х+3=х+5 не имеет корней, так как правая часть урав- 
нения больше левой части при любых действительных значениях х. 

6) Уравнение 3х-5=4 имеет единственный корень — число 3, так 


как3.3-— 5 = 4 — верное числовое равенство: 4=4. 
в) Уравнение (х-2)(х+3) = 0 имеет два корня: 2 и -3. 


г) Уравнение 8(х-2)+2= 2(х+2)+х _8 имеет множество решений, 


так как после преобразований получится тождество 3х-4=3х-4. 
Уравнение, содержащее другие буквы, кроме букв, обозначающих 
неизвестные, называется уравнением с параметром (или буквенным 


уравнением). 
Например: ах+3=6 — У 


равнение с параметрами а и ь 


Виды уравнений 


По характеру операций, выполняемых над неизвестными, уравне- 


ния делятся на: 


4" ниеуравь й 
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Бир: 


1) алгебраические, если Аи В— многочлены» 


2) дробно-рациональные, еслиАиВ — рациональные рае, 
хотя бы одно из них дробное; 


3) иррациональные, еслиАи В — плгобраичео 
тя бы одно из них иррациональное; - 
4) трансцендентные, если хотя бы одно из выражений Аив г. 


держит неалгебраические операции над неизвестным: возведение › 
степень с ЕЕ хиональным показателем, логарифмирование, ВЫЧИ. 


р — гр. уравнения: 
а Е —8= -2; ах -8 — алгебраические 
а Пе — 


х-1 
6) х° = в = дробно-рациональные ; 


в) \2+х=3; а уа- =х= 2 — иррациональные 


ре =108, х;зш?х - а 0— трансцендентные. 


% 


2 Алгебраические уравнения, содержащие одно неизвестное, могут 
ыть 1, 2, 3-Й степени и т, д. в зависимости от степени многочленов 
А(х) и В(х), входящих в уравнение, причем наибольший из показате- 
лей при неизвестном определяет степень аи 


Например: а = 
ример: а) уравнение ах” на +...+а, ож+а, =0, а = 0, имеет 


степень п (пе М), как и степень старшего члена ах” 


6) уравнение 2х*—3х*-х—1=0 — 3-ю степень 
в) уравнение 3х*-2х+2=0 — 2. -ю степень 
г) уравнение 2х+3=0 — 1-ю степень 
Если уравнение содержит два неизвестных х 
ах”у" + Вх" + сх "зу та +. 
то т, + пьесть степень #-го члена уравн 
членов уравнения называется степень 


иуи имеет вид 

-- =0 (т, Е М, п, Е М), 

ения. Наибольшая из степеней 
ю уравнения. 


Например: уравнение 2ху? + 32 


но - ы к 
как наибольшая сумма показателей у - Зу=0 — 3-й степени, та 


при х и ув первом члене равна 3. 


(3 омо? 
ВИЯВХ! 


НН ЧО 
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Область допустимых значений (ОДЗ) 
неизвестного в уравнении 


Определение. Областью допустимых значений (ОДЗ) неизвестно- 
го в уравнении называются все те значения неизвестного, при кото-_ 
рых каждое выражение, входящее в уравнение, имеет смысл. 


Например: найдем ОДЗ неизвестного в уравнении 


108 в (х-2)-10&,х=21оя,(х-2) 


Решение. - - . 
о роее 10ё В имеет смысл, если 
х>0 х>0 > 0, а>0, а=1 


Ответ: ОДЗ: (2; +55). 

При решении любого уравнения желательно знать множество зна- 
чений неизвестного, в котором могут находиться корни уравнения. 
ОДЗ поможет отбросить посторонние корни уравнения, если они по- 
явятся в ходе решения. 


1. Определите, какие действия выполнены над неизвестным в данном 


уравнении. 
2. Запишите за чертой справа обоснование для каждого выражения, 
используя алгоритмы нахождения обла- 


входящего в уравнение, 
определение понятия. 


сти определения функции или 
Например: 


а) в уравнении 5 _Б=2-\7-х можно использовать область опре- 


= 72) и записать за чертой так: у=\//(х) имеет 


деления функции У 
смысл, если /(х)> 0; 


6) в дробно-рацион 
4 х= зв удобна такая символич 
х-1 х+1 


альном уравнении, например в уравнении 


а 
еская запись: дробь ъ имеет 


смысл, если 5 *0. 


Е Г. Решение уравнеан ин Зрааь 


“нете 


134 а 


ева от черты ОДЗ для каждого выражент 
используя обоснование за чертой. _ 
этоиб 


3. Запишите сл 


в уравнение, 

д. Решите систему из ОДЗ всех выражений, 
ие х удовлетворяет всем вы : Е 

ния, так как значен уд р р т 


менно. 
5. Изобразите решение на оси. 


6. Запишите ответ. 
Например, при нахождении ОДЗ уравнения - 


Е 


получим запись: 


х+3>0 105,6 имеет смысл, если 6>0; а>0, а=1 
21-0 ХВ — 
х-1=1 


Решим систему: 
х+3>0 х>-8 
Ре И: — 
о в о 


Ответ: (1; 2) (2; +5). 


. ы ` — 
я а ОДЗ уравнения — это промежуток значений х, поэтому 
зя записать ОДЗ, например, так: х*2, а надо записать промежут- 
ком, например: (1; 2) 2 (2; +). 


Равносильность уравнений 


—- пределение 1. Если але Е корень уравнения Р(х) = 0 (1) является 
овременно и корнем уравнения © (х) = 0 а, то уравнение 9 (17 ^ : 
есть следствие уравнения Е (х) = 0. 

Символически это записывается так: Р (х)= 0=9(%)=0 


Опре 
= оне Два уравнения называются равносильн 
в — ыы другого, т. е. каждый корень 


ыми, если 
вне 


3, Равносильность уравнений 
} = а 


ия Г является корнем уравнения П й нения Г На: 

ик в 

не Вы аждый корень урав т 
внения, неи 

5 А корней, считаются равносильны 

пежо . третьему, равносильны между собой. 

= льности уравнений можно переходить от сло 

ного УР олее простому, решение которого знаем. ‹ 


Например: 


2 -Зх=х" Е. т 
х 


Ответ: 13. 


! 

Внимание! Используя равносильность уравнений, следите, чтобы 
ОДЗ уравнения не менялась при его решении. Для этого надо знать 
действия, сохраняющие равносильность уравнений. 


Действия, сохраняющие равносильность уравнений 


1. Если /(х)=9(%) и с — число, или многочлен, или выражение, 


имеющее смысл при всех допустимых значениях неизвестного, то 


Кх+е=а(х)+с. 
2. Если /(х)+с= а(х)=с, то 1) =а(®). 
ния можно перенести из одной части уравне- 


3. Любой член уравне 
на противоположный: 


ния в другую, изменив его знак 
хе =9(®) > Кх)=9(<)-с 


4. Если /(х)= а(х) ис, не равное 0, — число или многочлен, не име- 


)-с=4(®)-с или [(х): с =а(®):с. 


1 
9х =6!|: (-2)>х=-8; 3% 


ющий корней, то Ех 
=2|. 3% х=6 
Например: | 

Знаки всех членов уравнения изменяются на про- 


Замечание. 
ли обе части уравнения умножить или разделить 


тивоположные, ес 


на-1. 
с неизвестным, он может 


а множитель 
собом разложения на мно- 


равнение спо 


ро бар Е 


Внимание! Не делите н 
быть равен 0 (1), а решайте У 
жители. х 


Глава ПГ. Решение уравнений и неравенет 
6 


Например, решим уравнения: - 
а) (+1 х=5РИ |: (х’+ 1), так как х + 1=0 при любых 
&-5 

Ответ: 5. в 
6) х(х+=2(+1 = х(х+0-2(х+0=0> х+1=0 при х=-1-> м 
зя делить на (Х+1), иначе 
потеряем корень х=-1 


веко" 
=> (х+0(&-2)=0> 2 
Ответ: —1;2. 


Равносильные преобразования уравнений 
Е(х)=0 
т. Е(х)-0(х)=0> в. =0 
одз 
Если Р(х)=0, то при этом @(х) должен иметь смысл, и если @(х)=0, 
то Е(х) должен иметь смысл, что устанавливает ОДЗ. 


Например, решим уравнение 102, х-(х+1)=0 —: 


0,х=0 ||х=1 ОДЗ: (0; +=) 
Е > Г 10&,х имеет смысл при х>0 
х>0 х>0 ы а 
Ответ: 1. 
р | 

0(х) ©(х)=0 


Сы р 
Р(х) ©(х) `` |Р@)-9(&)=0 


Е = 
ш. /Р(х) = /6(<) = оо 


Е(х)>0 (или ©(х)> 0) 


Е(х) = @*(х) 
УР-вд> 9 


$4. Уравнения 1-й степени 


Е(х)=©(х) =Е(х)=- 
Ех =@°(х) >. Е(х)>0 или м — 
©(х)>0 ©(х)<0 
Е(х) =0(х) 


ТУ. 0ю&,Е(х)=1 
)=10&,©(х) ве. Е(х)>0 
©(х)>0 
2п 
108, (Е(х)) — 2 1219, Е(х)] 


Уравнения 1-й степени 


Определение. Уравнение вида ах = ь, а=0 называется уравнением 
1-й степени с одной переменной или линейным уравнением. 


Замечание. Линейное уравнение может иметь один корень 


ь ы 
х=— при а*0; не иметь корнеи, например 0 -х = 5, или иметь их 
а 


х — любое число. 
ывают в виде ах + Ь=0. 


бесконечное множество: 0 -х=0, где 
Часто линейное уравнение запис 


1. Найдите ОДЗ. 

2. Приведите уравнение к целому виду, если уравнение содержит чис- 
ловые знаменатели (умножьте все члены на НОК знаменателей). 

3. Раскройте скобки. 

4. Перенесите члены © в левую часть уравнения, а числа в правую 


часть уравнения. В. 
5. Приведите подобные члены, получите уравнение ах =°. 


=- ите № =. 
6. Решите уравнение а* = Ь, получ а 


Глава ГП. Решение у 


А 
7. Запишите ответ. 

Замечание. Если какие-то пункты: 
выполняйте оставшиеся, главное, приведите 
шение линейных уравнений ах +6 ) сл 
метром», $ 18. 


д 


Примеры 


г 
И 139 
—ы—ы<<—<_ А. 


+= 2. х(х-5)-(х-2)* =18+х 


Уравнения 2-й степени 


Определение. Уравнение ах’+6х+с=0, где а*0, Бис — числа, 
х — переменная, называется уравнением 2-й степени или полным 


квадратным уравнением. 
Квадратное уравнение, в котором а=1, называется приведенным 


квадратным уравнением и записывается в виде: х’+рх-+а=0. 


хе 


нения 2-й степени 


1. Найдите ОДЗ. 
2. Приведите уравнение к вид 
3. Выпишите числовые значения а, В, с. 


у ах +6х+е=0. 


ра 
4. Запишите дискриминант и вычислите его: Р=б' —4ас. 


5. Найдите корни: 
= 
1) если р>0, то %;,2 Е 
Ь 
2) если О =0, то ®, =%2 = од 


3) если Д< 0, то среди действительных чисел корней нет 
, 


рнис ОДЗ и запишите ответ. 


6. Согласуйте ко 
ые случаи решения квадратных уравнений 


Вывод. Все возможн 
сведем в таблицу. 


Глава И. Решение уравнений и не вен 
0140 те 


Ь — нечетное 


ь 


— четное, роет п | 2 ЕЕ \т’ Ч (ТУ) 


Замечания 


1. Можно все уравнения решать по формуле Т, формулы Пи Ш 
удобны при вычислениях с большими числами. Рационально выбран 
ная формула приводит к более простым вычислениям. 

2. Приведенное квадратное уравнение х* +рх+4=0 получается, ес 
ли в полном квадратном уравнении все члены разделить на а #0 


ах’ +6х+с=0 > п, где —— = 


, ; == 0 
а а а а 


получим уравнение х? +рх+4=0 


гв Е 
3. Формулу П можно записать в виде х, , = а 


а 


Решите уравнения. 


1. 2х -х-6=0 


2. 5х7 —-8х—4=0 


3.2 = +80 


$ 
ц 
\ (5. Уравнения 2-й степени 


Решение. 
1.1) ОДЗ: хе ЕВ 
2 а=2,6=-1с=-6 
3) р=(СП +4:2.6=49 >20 — двакорня | Р=Ь’ —4ае 
1+4 
от „22 
4 12 2а 
1 4 2? и 4 ыы 
Ответ: -—-;2 
2. 1) ОДЗ: хе В 
2) а=5,6=-8, с=—4 
ь 
о Б=-8=2т=>т=-4 
4=\/36 4+6 =т’ ас 
4) Х.= =—— 
5 5 Е 
а 
1 в и 
2 
От Я, 
вет 5 


Полезный совет. Если в уравнении ах” + 6х + с=0 имеема +6 + 


+е=0, тох =Ъ № = . Если дано уравнение х? + рх +4=0, тох, =1, 
а 3 
Х.=4. | з 
Например: а) х’ + 6х -— 1= 0 имеем 1 +6 -7=0, тогда х‚ = Т,х.=-7 
- 6) 2х2_х-1=0 имеем 2-1-1=0, тогда х, = 1, х,=-0,5 


_1-7+8=0, значит, х, = ТТ х.=-8 


3. —х? -7х+8 = 0 имеем 
Ответ: 1; -8. 


Решите уравнения. 


1. -х*+2х+15=0 2. 3х? -7х-40=0 


Глава 1. Решение, 


р 2 
(2-12 _ я, миа) +5 
6 9 18 2 


Ответ: 1. -8;5. 2. -5; 5:3; 15,8; 18. 


1. Найдите корни уравнения ах? +6: 
2. Подставьте корни в формулу а 


Например: 
4. Если р<0, т 


$5. уравнения 2-й степени 143 


2) Подставим корни в формулу ПИ: =: 
2—6х+8=(х-4)(«—2) | 152+ рх+а=(к-® 2) 


< Ответ: х'—=6х+8=(х-4)(х-2). 


2. 1)25° -1х+5=0 ОДЗ:хЕВ 
5 Р=Ь - 4ас 
ж=1, №25 аб +е=2-1+5=0 
ь 5 о ге 
2) 2х тва #-5 |- ж=1%,=-=5 
р а 
Ы =(«-0@х-5) || ад бхета(х — хх — 5) 
Ра, ы = 
Ответ: 2х? -7х+5=(х- 1) (2х-5). 
0 Г > 
- т С 
} Разложите на множители. 
1% 1. 22—2х-35 
ОЖ 2. 2х' +8х—90 
Е Ответ: 1. (х-Т)(х+5). 2. 2(х+9)(х-5). 
ор | 
‚не 
Неполные квадратные уравнения 


ринять 6 = 0 


2 
Если в квадратном уравнении @х +6х+с=0, а = 0, п 
учим три вида неполных квадратных 


или с=0 (6=0 и с=0), то пол 


5) уравнений: 


Глава 1. Решение уравнений у Нерае 
я ен 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Упростите уравнени 
ишите У решения и примените ее. 


е и приведите его к оао ; трех ВИДОВ. 


. Зап 


Решите уравнения. 
. 9х2 —16=0 2. 2х*+32=0 
Решение. 
1.1) ОДЗ: хе В 
2) 9х2 -16=0 
46: 4 


2 = 257 г 


Ответ: -— — 
33 


2: 1 0ДЗ:хеЕ 52 [Е 
2) 25° +82 054 = 16% хе аа 


а- 2; с=32 (одного знака) — 
_ | нет корней 
Ответ: уравнение не имеет корней 


Замечания 


1. Уравнение ах’ +с=0 можно решать” также о разложением на мно- 
жители, еслис < 0, а>0. : 


Например, решим уравнение 90022 - 400 2 ее. 
9005? —-400=0 => 9х? 


-4=0%> (3х—2)(8х+2)- 


55 


$5. Уравнения 2-й степени } Се 


О о о 


2. Уравнение ах” + 6х = 0 тоже решается разложением на множите- 
ли: х(ах + 5) = 0, тогда или х, = 0, илиах +6 =0, т.е. ие в. Е 
а 
3. Еслиа* 0,6 =Оис=0, то уравнение ах? = 0 имеет равные корни: 
д=Х.= 0. 
Например: уравнение 100х7 = 0 имеет корень х=0 


Решите уравнение 6(х— 2) +11= (8х 1х _ а 


Решение. 

1) ОДЗ:хеЕВ 

2) 6х-12+11=9х? -1<> 9х" —6х=0%> (а-Б)(а+=а*- 
ах +6х=0 
х =0; х,=-=— 


Решите уравнения. 
1. +6х=0 

2. 4х*—9=0 

3. 14х*=0 

4. 2х? =6х 


33 . 
Ответ: 1.0;—6. 2. 2э: гы 30—40 


вене 
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—— 


еденное квадратное 
РЕМА ВИЕТА. Если прив ле аы-- УРавне 
ТЕО х?+рх+4=0 имеет действительные корни. хи то: НИв 


х+%=-Р 
хх =4 


ини 
—— 


Эти равенства называются формулами Виета. 
Из теоремы Виета можно вывести, что: 


(ух 2х -х = р? 294 а +6? = (а+5)?- 20 
ом ( Е- ее | 
ве” 3 3 
же =(х,+х,) -З.х, (д +х,)= а’ +5 = (а+5) —Заба+ 


р =р- Ч = 
— =-р'+8ра=-р(р' -39) 
— ТЕОРЕМА, ОБРАТНАЯ ТЕОРЕМЕ ВИЕТА. Есличис. 


ж+х,=-=Рр 


ла р, 4, х, их, таковы, что | ‚то, и Хх. — корни квадратного 


: Е %1*%. =4 
уравнения х*+рх+4=0, 
Для полного квадратного уравнения ах? +6х+с=0 формулы Виета 


Ь 
х+х,=-— 
выглядят так: : ты. 


ее 
11% = 
а 


1. Приведите уравнение к виду х?+рх +а=0 
2. За чертой запишите Формулы Виет а 


3. Подберите такие пары множ 


ителей ние равня- 
лось 4. ей, чтобы их произведение р 


4. ря такую пару множителей (п. 3), чтобы их сумма равня` 
лась (-р) — эти числа будут корнями уравнения. 


5. Запишите ответ. 5 и 4 
2 Е я ЕЕК 


5 уравнения 2-й степени 
147 


Решите уравнения. 


1. х’+8х+7=0 2. х?-71х+12=0 
Решение. 
р а. х+х,==р=-8 
хх =Т хх ЕЧЕТ 
1=1.71=(=0:(-7); (2, < 0; х, < 0) 


-1+С7)=-8 => -1и-7 — корни 
Ответ: —1; -Т. 
и да, =-р=-СТ)= 
ры хх, =9=12 
12=2.6=3-4; 2+6#7; (х,> 0; х.> 0) 
3+4=7Т=>3и4 — корни 


Ответ: 3; 4. 


Решите уравнения по формулам Виета. 


1. х?-8х-9=0 2. х?+2х-3=0 
2.-3;1. 3.-30; 40. 


3. х'-10х-1200=0 


Ответ: 1. —1;9. 


Составьте квадратное уравнение, имеющее корни —8 и 8, по теоре- 
ме, обратной теореме Виета. 


Ш} мы ЗЕ" 


Глава Ш. Решение а ь 
1 


148 


Решение. - = 
Е РР- 


2) х,-х, =-3:8=-24=9>49 =-24 

3) Уравнение х*-5х-24=0— 
искомое 

Ответ: х*-5х-24=0. 


Составьте квадратное уравнение по данным его корням. 
т. х, =, х, = = 80:10 


Ответ: 1. х*—(/2 +3) х+ 6 =0. 2. ^°-92х80=0. 


Определение. Уравнение вида ах +6 х+с=0, гдеа = 0, называется 
биквадратным. 


1. Найдите ОДЗ. 
2. Обозначьте неизвестное х? =; (#> 0), 


тогда х‘=Ё, получите ква- 
дратное уравнение а +#+6=0, > 0. 
3. Решите уравнение а{? 


ы +6+с=0, отберите значения #> 0 (если #<0, 
то уравнение х 


=# не имеет действительных корней). 
4. Решите уравнение х* =#-— Хх =НУЕ: 

если & >0иь>0, то получите 4 корня 

если & >0 иф <0, то получите 2 корня 

если & <0иф<0, то нет корней на 


множестве действительных чи- 
сел В В 


5. Запишите ответ. 


( М. 
диет: -2 


ыы 


Рапите ур 


т: 


‘ 
й р нения 2-й степен 
о 


ВЕЕТ 


Решите уравнение х*-2х* -8=0, 


Решение. 

1 од8:х = В Пусть х? =#(Е> 0) 

2) Ё-21-8=0 В+ =2 т +=22 

Эн =-2; 1, =4 5 =-8 _|4=4 

4) рае"? 1 =-2 < 0 — не проходит 
х=-2 


Ответ: -2; 2. 


Решите уравнения. Е 
1. х*-13х7 +36=0 2. 36х*—5х° -1=0 


Ответ: 1.-2; 2; -8; 3.2. 0.5: 055: 


ся выражение другой буквой (новая пере- 
ное уравнение относительно новой неиз- 


1. Обозначьте повторяющее 
менная) и решите квадрат 
вестной. 


значение новой переменной вее обозначение 


2. Подставьте найденное ы 
носительно заданной. 


и решите уравнение от 


3. Запишите ответ. 


Глава 1. Решение бы. с Г) 


Решите уравнение (х* 8х)? -2(х” =Зх)=8. 


ПР-21-8=0 Пусть х* - ЗЕ 


х+х,=3 — 


пиано] Е 


х,-х, =4 слое 
Жо |. Прив 
х?*-3х+2=0 г 
а+6+6=1-3+2-0> я 
тр 
> мЕЕ А Эра 
Не: не 
Ответ: —1; 1;2; 4. щ 
Замечание. Способ замены переменной новой переменной при: 2, Зап 
меним при решении показательных, логарифмических и тригономе- 
трических уравнений. | 
3, 
Решите уравнения. 
1. (2+1)? -6(2х+1+5-0 2. (х? 7х) +20? 1х8) =64 ‘з 
Ответ: 1.0; 2. 2. —1; 2;5;8. 


где /(х) 
содержи" 


$6. Дробно-рациональные уравнения 


Общий вид дробно-рациональных уравнений: Р(х) 0) 
ы 


° 9 (<) 

95) — многочлены. При решении й 
таких 

пловие равносильности: Е <. 


Р(х) Р(х)=0 
= 0 
9х “7 ры #0 


Способ Т 
Р(х) 
1. Приведите уравнение к виду =0. 
9(х) 


1) перенесите все члены уравнения в левую часть 

2) приведите дроби к общему знаменателю 

3) раскройте скобки в числителе дроби (в знаменателе раскрывать. 
не надо) Е - 

4) приведите подобные слагаемые 


2. Запишите за чертой условие равносильности: 


ео [О — 
9(<) 9()=0 к 


3. Решите систему — о и найдите х. - 
@(х)=0 


4. Запишите ответ. 


2 
5 


Глава Ш. Решение оны 
: ть ( 


152 
Решение. х(х-4) ее 2х 
15-4 / +4 1 6 —_—_ + 4) 
о ТРИ -4 +9. нь 
22—16. = х-4 (= 
. —4х-2х-8 
по 29 о 0% 
— @-40+4) а 
х?—6х+8 7: 
(х-4)(х +4) 
2 ыы 
) х-6бх=8 те | —6х+8=0 Р(®) _ © Р(х)=0 
(х-4)(х+4) (х—4)(х+4) 0 ве _ 9(<)=0 
Х —б8-0 2, х,-4 Значит, 4 — не являет 208: (77 3 
(х —4)(х +4) #05 х=4, х=-4 корнем у ОВ 
(2) у; 

Ответ: 2. 

Замечание. ОДЗ уравнения включена в условие равносильнос- я -И(х 
ти (@(х)=0), что позволяет в процессе решения не приобрести посто- (&-(х- 
ронние корни. 

3-15) 

Способ П 613 5-7 х 
1. Найдите общий знаменатель дробей (ОЗ) — НОК знаменателей. . 

5 
2. Найдите ОДЗ. "Ч 
о - 
8. Умножьте на общий знаменатель все члены уравнения. И 
4. Сократите дроби. { 31 
14 
5. Запишите целое уравнение (не раскрывая скобки). Я. 
м 
6. Раскройте скобки и приведите подобные слагаемые. ‹ \. 
7. Решите полученное Уравнение. х | 
8. Согласуйте корни с ОДЗ. \ 


9. Запишите ответ. 


бк \ 


$ 
м 
Решите уравнения. 
6 ы: 
се С. 
х —-4х+3 1х х-3 
Решение. 
Пи. 
| 1) 03: («-3)&«- 10 х?—4х+3=0 
Ч 1-4+3=0=> 
Вел ж=1, .=З 
2) ОДЗ: (х-3)(х-10=0 Дробь = имеет смысл, 


(-о; 1) (1; 3) 5 (3; +0) 
если 6*0 


г. —1 
о зы и 
УИ (х-1(х-3) 1 х-3 

1 


6+(13—7х)(«-3) =3(=-И) 
6+13х-7х?-39+21х-3х+3=0 


й 1 +81х—30=0 |: С В 
Обе —191. 
1х? —31х+30=0 р=5? -4ас=961-840=121>0=> 
Вы Е 
- 2а 
„ЗЕ _20_10 
а 


4) 3 — не удовлетворяет ОДЗ 
102 
ор = принадлежит оДЗ 


10 
Ответ: — . 
ет. т 


Глава ПТ. Решен 


Полезный совет. Если в уравнен! 


ражение, то зам 
шения, а затем в 


2 _ Пане 
“ох дА2х-2° 


енитеего новой перем 
ернитесь к замене и на 


Решение. 


1) ОД: (5; 1 - 8 оС 
(2; 0) 5 (0; 1+ 


7 Решение задач при помощи уравнений 


$ 


8) Числа —4, -3, 1, 2 входят в ОДЗ 
т Ответ: —4; -3; 1; 2. 


Замечание. Некоторые пункты алгоритма выполняются в нро- 
цессе решения последовательно, не разбивая процесс на отдельные 
действия. Можно не находить ОДЗ, а сделать проверку всех корней. 


Грофавы абы" 


Рептите уравнения. 
| 2 1 2х1 х-1 4 3 ха 


1 


1. == ь 
Р-х+Ь д Жо х+1 х+4 х+3 + 


Ответ: 1.2. 2.—2,5; 0. 


мощи уравнений 


обозначив известные величины 
ные — буквами х, у, 2 и др. 

и по условию. 

примите ее за х, выра- 


ловие задачи, 


1. Запишите краткое ус 
Ь, с, а неизвест 


буквами, например а, 

2. Составьте общую формулу решения задач 

3. Выберите наименьшу 

зите через х известные в 

4. Подетавьте в формулу решения величины а, 
резх. 


ю искомую величину, 


еличины @, Вс: 
Ь, с, выраженные че- 


156 Глава Ш. Решение 


5. Решите уравнение и отберите корни, удовл 
задачи. : 

6. Запишите ответ (полностью по требов 
Задача 1. Длина садового участка на 


Площадь участка решили увеличить на 400 м 
личили на 1 м, аширину — на 2 м. Найди 


2) Общая формула решения: 5 вовсе ВН 
ых Пусть 6=х (м), тогда а=х+10 69 

‘зарая = 2х + 10) (м?) 
выде а+10 иб+2 выр 
а, =х+10+10=х+20 (м); 6, =х+2 
Зоя = (х + 20)( х+ 2) (м?) 


(х+20)(х+2)- -2(х+10)= -400 


й Решим уравнение: 
р +20%+2х+40—х2 -10х 
30>0 


В 


1) Дано: 
А $, км о, км/ч Е, ч 
\ потечению 45 НЕХ+З й 
\ против течения 35 Ей -8 т. 
| чей воде =х: 
в стоя д 80 О. = 2; Орки = 3 | 


Найти: собственную скорость катера 
2) Формула решения: В + $,=%, 
3) Пусть 0. =х (км/ч), тогда о: =х + 3 (км/ч), и, =х - 3 (км/ч) 


Е _ 45 35 80 5 

Найдем ЕЕ (ч), а (ч), В (=) Е. 
4) Подставим &,; #; &, в формулу решения: & + & =&.. 

45 35 _80 
о 
5) Решим уравнение: 
45х(х-3)(х-+3) >. 85х(х-3)(х +3) — ОЗ: х(х—ф3)(х+3)=0 

х+3 х-3 ОДЗ по условию задачи: 
_ 80%(х-3)(х +3). х>0 
т 3 х>3 ©х>3 
45х(х-3)+35х(х+3)= х>-3 

=80(х—3)(х+3); 80(х-3)(х+3)= 
45х? —135х +35? +105х-80х” +720=0;| —80(х?-9) 


-30х+720=0= х= 24; 
24>3>5.=24 км/ч 
Ответ: собственная скорость катера 24 км/ч. 


Полезный совет. При решении задач на движение и на рабо- 


ту формулу решения составляют обычно относительно времени, если 


оно неизвестно по смыслу задачи. 
При решении задач на покупку товара формулу решения составля- 


ют относительно количества товара (возможны и другие формулы, в 


зависимости от условия задач). 


заватН.-Решеень уроенени а, 
- Те 


Г 


алогичны. 
Решения задач на работу и покупку товара ан ичны Решения, 


задач на движение. 
стей величин в условиях таких задн. 


Приведем таблицу зависимо 


А — работа С — стоимость товара 


з— путь 
0 — скорость р— производительность г — стоимость единицы 
; + — время товара (цена) И 


+ — время. 
о 4 — количество товара 


_ Задача 3. ЭМ. Бригада рабочих должна была за несколько дней и:. 
готовить 216 деталей. Первые 3 дня бригада выполняла установлен- 
ную норму, а потом стала изготавливать на 8 деталей в день больше. 
Поэтому за 1 день до срока было изготовлено 232 детали. Сколько де- } =- 
талей в день стала изготавливать бригада? 


Решение. $ 
1) Дано: 

р А , Е 

а деталей в деньпо | 216 деталей + по плану к. 

плану по плану п 


Ь>а — на8 деталей 232 детали изготовила | #—1 реально, изних 
ев 3 дня поа деталей 


Найти: сколько деталей в день стала изготавливать бригада? 
2) Формула решения: 3 
) А то плану ТЕЗ+ = Ен (по условию реально 


работали на 1 день меньше, стоит из 3 дней 


чем планировали, Ешь СО 
и # дней с увеличенной нормой в ЕВ ЕЯ ь 
3) Пусть а=х (деталей) в Зе _ 216 пней; 
день — по плану, & = д 
, 


Зх деталей сделали за 3 дня #6 ь. 


Ь=х+8 (деталей) в день делали ревлывй 


и 


ИХ 
Я 


% 


ль числа. Уравнения с модулем 


232-3х (деталей) делали при норме х+8 деталей в день: 
а. = 
х- 8 реально рт 8 - 


4 Подставим в формулу решения Е 
ния? | аа, 
через х значе поплану Й реально! 


+3 (дней) 


выраж! 


232-85 8 216 _| По условию задачи ОДЗ: х> 


ыы а 03: х(х+8)=0 


5) Решим уравнение: 


9 \х(х+8) \х(х+8) 
232 3х +4\=8) = 216 — 0 ра 


х+8 
© (232-3х)х+4(х° +8х)-216(х+8)=0> 


—232х_3х? +44? +32х-216х-216.8=0% 2+48х_—1128=0_ 


х,=-24+=\516+1728 =-24+48 х’+рх+9=0 ве - 
728 


х =-24+48 =24, х>0 р=48=2т=>т=24; 4=-1 


х, =-24-48<0 — посторонний 


Е (т? — 
х.=-т+ут -9 


значит, ь-24+8=32 детали 


а=24 детали в день делали по плану, 


в день стала изготавливать бригада. 
Ответ: бригада стала изготавливать 32 детали в день. 


нения с моду. лем 


Модуль числа. Урав 


ли абсолютная величина, неотрицатель- 
|] =а, еслиа > 0. Модуль отрицательного 
противо е: |а] =—фа, если а<0. 


еделения модуля: 


Определение. Модуль, И 
ного числа есть само число: 
числа (а < 0) есть число, емУ 


Символическая запись опр 
ПА 


положно 


Глава ИТ. Решение уравнемиЕ меране, 
— , 


Е 
Геометрическое изображение модуля числа 


Определение. Модуль числа а — это расстояние от нуля до Оч 
з й оси. Е , 
й ординатно 
ающей число на ко = 
ом вый — это длина отрезка оси Ох, поэтому [6]> 0 самочи, 
ло изображается точкой на оси. 


число (а) 


число (-5) 
-Ь [а] 
РН 
-Ь 0 а Х 


Свойства модуля 
1. [а]>0 
2. |а+ Ь+ | <|а] ++ || 


3. а = Ра; |-9=Ь-а 


4-4 
а]_|@] 
5. Ъ = БЫ, 6=0 


п 
6. [| =", а— любое, п = 2 — четное число 


7. |" 274, в <, нечетное число 

Например, проверим свойства 2, 4 и 5 модулей чисел: 

а) |-3+5-8]|< |3] + Б|+ [> 
|-6|<16 =>6<16 — истина 


6) |-3-5|=|-3] 5] = |-18|= 


е+ь+ < ++ 


[о-в] =] 
=3:5 <=>15=15 — истина 
в) . =: ты _@ 


а“ 


Модуль числа. Уравнения с модулем 


$8. 


Ттип уравнений: |х+а|=6;5>0 — число 


1. Запиптите за чертой определение модуля: Е 
а, еелиа>0 
1] = 
—а, если а<0 


2. Примените определение модуля к решению задания и запиптите. 


два уравнения: 
х+а=6 х + а>0, тогдах +а=В хе 
х+а=-6 ха < 0, тогда —(х + а) => х+а=-В 


3. Решите уравнения и найдите два значения % их.. 


4. Запишите ответ. 


Решите уравнение к —- 3| =4. 


Решение. 


= > х=а, если а>0 
а Ат м=а> ь ее 
х=—а, если а<0. 


1 Ответ: —1; Т. Е 
П тип уравнений: |/( х)= ©(®), где! (диф — а 


1. Запишите ОДЗ: $) 20 20 д =Ф6)_ 
* (х) — -©60) 
2. Решите два уравнения с учетом одз р 920 ыы 


Ответ: нет решений. 


ШТ тип уравнений: |/()| = |5 (%)|, где /(х) ив (х) — функции 


1. Решите совокупность уравнений: | (#9) =8() 


1х) =-в(х) 


2. Запишите ответ. 


Решите уравнение [3х + 5]=2- д. 


8х+5=2-х 4х =-8 а. | 
3х+5=х-2 ее” 4 


) 


2 =-;_3,5. 
Ответ 4 


—(8—х)=х-3 


- Е (х) = Ф(х) 
Л) = -ф(х) 
Ф(х) 0 


дуль числа. Уравнения с модулем 


$8. № 


ТУ тип уравнений: 1х) |= (х)] = ФС), где (>), (<) и о) Е 
1. Найдите корни каждого выражения, стоящего под знаком 
[(х)=0; в(х)=0 


2. Найдите знаки выражений, стоящих в скобках модуля на к 
промежутке (через пробное число) 


теч - 
3. Отметьте числа а (п. 1) на оси Ох, обозначьте промежутки, 
которые они разбивают ось, дугами и подпишите знаки: 


знаки /(х) 


знаки #(х) + о Е: о в = > 


4. Решите уравнение, снимая знак модуля на промежутке (—00; Хо] И 
учитывая знаки выражений при Хх < хо. Если хо не принадлежит 
промежутку, то Хо не является корнем уравнения. 


5. Повторите операцию пункта 4 на каждом следующем промежутке: 
(хо; ж1, (21; 3, 5 +9) 


6. Запишите ответ: значения % из всех промежутков или сам проме- 


жуток. 


Полезные советы 
1. Для определения знака выражения на промежутке возьмите 


число из этого промежутка, подставьте его в выражение под знаком 


модуля и определите знак выражения на каждом промежутке. 


с включенным прав 
хо] всегда полуот 
сегда будет открытый (<; 50 
войдет в решение один раз. 


ым концом, так как нер- 
крытый, тогда послед- 
) и каждый ко- 


2. Промежутки берите 
вый промежуток слева (05; 
ний промежуток справа в 
нец промежутка обязательно 


Решите уравнения- 
1. эм. 16-9 -№=-9 = 11 28-я +и-1=2=-3 


16-9х-5+9х= | 
О 


6 
Н, 


р Модуль числа. Уравнения с модулем 


11=11 — тождество 


$ < 158 — решение 


16-9х-(9х-5)=11 16-9х—9х+5=11 


6) 15 Т >)5 - 
2 <х<1- о т > 
9 9 о 


-18х=11-21 х-5 


> 
г. Зы т 
э о 


— нет решений 


9х—16-—(9х-5)=11 —11=11 (ложно) 


в) 7 > т — нет решений 
ХЕ я Ш 
9 9 
а ‚(3 
твет: | 9; <. 
2.3-+[к-Н=2х-3> : — о — > 
= - 3+ -Ц=2х-3 |а-=|-а| о 
х—-3=0_[х=8 _ [а, если а>0 
Е. 3 и 
х-1=0 Е а, если а<0_ х 
2) знаки (х 3) -- 5% 
: 5 1 +: 8 + х_ 


2 знаки (х-— 1) 
[АК 


(Знаки выражения на а. не В» в 


3) Снимем знак модуля и ренхим уравнение н на каждом промежутке: 


х<1 ХЕ 


О И инний 


Т 
р: - 4 > — нет решений 


3—х+х-1=2х-3 
и. 


х-8+х—1=2%-8 —4 =-3 (ложно) 
х>3 


Ответ: 2,5. 


Решите уравнения (ЭМ). Е : 
1. [2х-3|=3-2х 2. бх-13|-6-5х|=7 3. х-—4-1=0 
Ответ: 1. (-; 1,5]. 2. (—°; 1,2]. 3. -2— 5; 24 5. 


Решение неравенств, содержащих 
переменную под знаком модуля 


Ттип Птип 
(<= 9 (5)]> 8(х) 
Решение. Решение. 

2-е 1х) > 8) 
| в) или —8(х)</(х) < а(х) | 2%) в) 


1. Запишите условие решения неравенства за чертой: 


Е. : 
—а<1(х)<а, еслиа < 0, то решений нет 


/(х)> > =’ - енство, ИС- 
И) <а. ® нлидвойном у 


2, Решите систему неравенств | 


пользуя свойства неравенств. 


Решите неравенства. 


1. бх+2|<3 2: 2х <3 
Решение. 
1. -8<5х+2<3; -2 [1] <а,а>0%> 
—5<5х <1; :5 > -а<{(х)<а 
1 
«= 
5 
И 
0 Ре 
твет, | : 
х?-2х<3 х’-2х-3<0 1) <а, а>0 
5 = =. > 
х?—2х>-8 [х’-2х+3>0 м 
238) =: [(х) <а 
= ав о 
ХЕК хХЕК х—-2х-3=(х-3)(х +1) 


х*—2х+3>0 


= + о 
т 3 х РЕ 
а>0 
Ответ: (—1; 3). 
‘неравенства 


а (@— число) 
1. Запишите условие решения неравенства за чертой: 


х)>2а 
если а>0, то инет если а<0, то х=О(Т) 


Ре 


Глава [П. Решение у 


2. Решите каждое неравенство. 


3. Запишите ответ. 


2.[х-25] > -100 


т = 2 -1>4> ие = —— ИЯ -р-а 
п-2а> => Рх 2х-1<-4 `` [х<-1,5 | Если («> а, то 


И >а 


: 71(<) <—а 
Ответ: (о; 1,5) 5 (2,5; +ю). 


2. «— 25] > -100; пооп 
венство |х — 25] 


ределению модуля |х — 25] 


> -100 выполняется прихе В. 
Ответ: хе В. 


> 0, значит, нера- 


1. Запишите условие. решения неравенства за чертой: 


2) >-в(х)_ 
Их) <в(х) — 


ООВ 


(теет 


Решите неравенство |3х-2|<х_1 


| Решение. 

я 3х-2>1-х |1(х)] < &(х) > 
> 5-21 3х—-2<х-1%5 [®)>-в(х) 
др  8(%) х-1>0 Их) <в(х) 
4х>3 [х>0,15 7 в69>0 

Е =>12х<1<1х<0,5 — нет решений —&-=Ех 


х>1 ЕТ 


1. Запишите условие решения неравенства за чертой: 
к > =(х) 
—_ Ис <-в@) 
2. Составьте и решите каждое неравенство по условию пункта те 
3. Изобразите решение неравенств на осях. 
4. Запишите ответ. 


Решите неравенства. 
1.ЭМ. 3х +1|>х+5 2. ЭМ. х*-[5х-3|-х<2 


Глава Ш. Решение уравнений и „, 


——— . 


Решение. 
32х+5 р Е 
т 
С Е [7()|> в(®) > 
2х28 [151 @) 1(х)> в(х) 
ее. (П) ее /(х) <—в(х) 


г ИМ — К п, 
т х —2 


Ответ: (—; —2] ‹/[1; +5). 


2. х*—бх--х<2> [75| > 8%) > 
1(х)> &(х) 
= 5х-3|>*-х-2> Е 
. >. х*—6х+1=0 
5х-8> 2? -х—2 Хх, =3+\/9-1=3+2\/8 
а — (х-3—2\/2)(х-3+2\/2)<0 
2 — ^+4х-5=0 
Е —6х+1<0 (== +5) <0 
х'+4х-5<0 
> р 3+2\/2) 
ХЕ (-5; 1) 


= (38-28: 285285 
9(5; 1) 
хе (-5;3+2\8) 


Ответ: (-5; 3+2\/2)._ 


1. Возведите в вода РО бе части неравенства | р = (2%) 


ры "Во И ге | де 


9, Решите неравенство без знака модуля. 
3. Запишите ответ, 


целое положительное решение. 


Решение. 


и-6]> |= -5х+9 > 

© (х*-5х +9)? -(х-6)? <0> 

© (х*-5х+9-х+6)-(х*-5х+9+х-6)<0%> 
= (х*—6х+15)(х? —4х+3)<0> 

© х?-4х+3<0<=(х-3)(х-1<0 


Решение неравенства: (1; 3) 
Наименьшее целое решение: 2 


Ответ: 2. 
По родунс —ка. реше! 


ее +х-1 


Ответ: 2. 


Пусть надо решить неравенс 


Г еаня неравенств, содержащих переменную 


н — Е 
реине-ВУрАчОЕеае | 6]> 5х+9] и укажите его наименьшее 


а} > | а? >? 
а*-6=(а-в(а+ь 
х*-6х+15>0 
прихе В, так как 
р=36-60<0, а>0 
х—4х+3=0 
х.=2+\/4-3=241 
х =3, х, =1 


а:6<0 
еслиа> 0, то6<0 


Найдите наименьшее целое положительное решение неравенства 


тво |1 (<) Ф(х) < [в (х)+|и(®. 


з.ы 


Глава. Решение х  “. 
— Ч. 
{] 


172 


В № 


1. Решите уравнения 7 ( 
дуля и не меняет свой знак). 


Й кта 1 на оси Ох. 
2. Отметьте все числа-корни уравнений пун и О обоза я 


те промежутки, на которые они раз 


бивают ось, дугами. 


21 2 0 Не — 


3. Определите знаки функций / (х % 8 (х % у (х ) е каждом промеху. 
ке (через пробное число). = 


4. Отметьте знаки функций / (х), 8 (х), у(х) на оси (в порядке их ь я 
хождения в примере) или занесите их в таблицу примерно так: | 


5. Раскройте знак модуля с учетом знаков функций / (х), 8 (х - у (*) и 


решите системы, состоящие из неравенств на каждом промежутке 
и самого промежутка. - 


6. Запишите ответ в виде объединения промежутков (если граница 


смежных промежутков является решением, то запишите общий 
промежуток). 


Решите неравенство [|+ -3) > 


+] 
Решение. 2% 
1 + Рь к. — Знаки на оси в порядке написания 
и модулей в примее = 


неравенст 
шение ер в, содержа 
сгащих перем 
АННЕ ВЮ 


р 
2 ге т ке Е +++ 
о. 3 Е 
ЕЕ 
о х<-1 _ если а<0, то |в|=-@ 
_х-(х-3)>-1-х` |х<4 х<-1 | еслиа> 6, то |@-@=4-8 | 
еслиа< 5, то|а-Ц = | 


хх 
№ 


еслиа> 0, то|а\=а 


= > 
еслиа>, то|а-Й=а-6 


Промежуток (—0; —1] — решение 


т. Г О —1<х<0 
6} +3—х>1+х (3х<2 ее -—- 
3 


(-1; 0] — решение О 
0<х<3 0<х<3 0 о 
> 
. х+8-х>14 х<2 Е - 


(0:2) —= решение 


х>3_ 3 
, г > х7° > х>4 
хехез1+х о (#>4 


#: а 4 
ИСХ 
о 


кхх 
926609394 
ВОН 


(4; +) — решение 


с 4) Объединим промежутки 


Ответ: (—с; 2) (4; 400). 


Системы неравенств 1-й степени. 
с одной переменной 


(а > Ь во всех системах) 


х>а И аа 
Г. бы ай 


х меньше меньшего 


х больше большего 
Ответ: (а; оо). Ответ: (-о°; 6). 


ах 


Если неравенства строгие (> или <), то точки на оси изображают 


так: о. 


шение 

а. >а ге. <а к. 

"х<ь | х>6 В 

5 _9< 

Нет решения 6<х<а 15 

Ответ: нет решения. Ответ: [6; а]. А 
ЖА ПИ, | ЗАО 


Ответ 


Зам 
равен 
т а 


Если неравенства нестрогие (> или <), то точки на оси изображают 
так: ®. 


Зам е чания. 1. Круглая скобка в записи промежутка ставится, 
если крайние числа не входят в решение. 

2. Квадратная скобка ставится в том случае, 
входят в решение: [а; 6], [а; 5) или (а; 5]. 

Например: (-с; +); 


если крайние числа 


[2; 5) —2 входит в решение, 5 не входит 


1. Перенесите все члены, содержащие х 
, 


числа в другую (изменив их знак на противоположный) и приведи” 


а 
в одну часть неравенств, 


те каждое неравенство к видуах>Ь илиах <Ь 


стемы нераве ы 
$ 10. Си равенств 1-й степени с одной переменной 175 


ще. 


т 
2, Приведите систему неравенств к одному из случаев: 


|: >а х<а х> я 
х>Ь хХ<Ь В (или строгие неравенства) 


азите на одной - к. 
В. ке =. дной оси решение каждого неравенства системы и 
выберите ответ (пересечение штриховок) ее 


4. Запишите ответ. 


3х+3<2х+1 
3х-2<4х+2 


1. Решите систему неравенств 


Решение. 


х<-—2 а>6 > 6<а 
х>-—4 х<а 
х>Ь <> 6<х<а 


3х+38<2х+1 3х-2х<1-3 
> 
-2-2<4х-3х 


> 
3х=-2<4х-+2 


22$.%..9. 9-95. 


—2 х а>ь 

Ответ: [-4; —2]. 

Замечание. Удобно переносить члены, содержащие х, вту часть 
неравенства, где х получается с плюсом, а затем применить свойство: 


если а>6, то 6 <а. 


2. Найдите наибольшее целое отрицательное число, являющееся 


решением системы 


Я. х+5 

84 

нд <-те- 
Решение. 
Ня В ывее |. 8:28:58 8х+40 
842 => 8 4 2 > 


56 
Ра +2)< =. —2) 


Е Ц ;_2) |.56 
5+2) < ие: 2) 


р’ 


Глава 1И. Решение уравнений у т 


= Е: ен 
х<-8 
25 
с а > 2 а 
ее 15х <2 -} я 


ААА 


50-8 Хх 


Ответ: —9 — наибольшее целое число из промежутка (-ю; -8), 


Замечание 
Решение системы неравенств применяется в тех случаях 


х-+а 
=Оили (х+а)(х+ь) =0 
ида < 
до решить неравенства в Д Е 


› Когда На. 


›а Также При 


нахождении области определения уравнений, неравенств ит. д. 


>0. 


х 
3. Решите неравенство 3 
—х 


Решение, 


х-2 
3—2 0, получим две системы: 
-х 


ОДЗ: (-о; 3) < (3; +0) 


х-2>0 х>2 Я = 
3—х>0 х<з Ь 
х-2<0 ^ аа а и Б одного знака 
Я г. > 
м в (П) а>0 или а<0 
Ь>0 6<0 


218 Г 
Ответ: [2; 3). 


4. Решите неравенство —- <1 
о 
Решение. 


х-1 5 С ; 2. +0) 
с еаыеаВИ 1-22 ОДВ: (-; 2) 2 (2; 
в А Сравните дробь с 0, м 
2х-3 этого перенесите 1 вле 


а 
и если 59° то 


© 


д 

о ИИСиое ри решении Оробно рациональных. 217 
^ 4 ЫО—_—_—_—ы=— 

в и (Г) а>0 а<0 
| р 2-х<0 = о ь>0 или рб 
Ч ее х>1,5 
у 2-х>0 х<2 (о 
у 

1 
м, 1,5 х 
Ч, Ответ: (-; 1,5) <> (2; +55). 
ый 5. Найдите все целые числа, являющиеся решениями системы 
1-0,5х>0 
ЕЙ 
5 
Решение. 
1-0,5х>0 |.2 и <2 ОДЗ: хе Е 
В = Е — =>0<х<2 | а<рис<0=> 
ег |5) х+5>5 х>0 > Бе 
ее 
ААА 
0 2 = 
Ответ: 0; 1; 2. 


Метод интервалов при решении 
дробно-рациональных неравенств 


Как учитывать свойства функций, 
входящих в неравенства 


1. Если функция строго возрастает на некотором интервале и имеет 
корень, то слева от корня она отрицательна, а справа положительна, 
ы 


С сай оО РИН 


—® >. 


Глава Ш. Решение уравнений у Неравь 
сть 


178 


т. е. при переходе через корень Зв Е. знак и СоХраняе, ы 
постоянным на каждом промежутке р и: >. 

Для убывающей функции: слева от кор ‚› Справа «— 
112). 

2. Обе части неравенства можно разделить на положительных м 
житель (например, на х* + 1, ах? +6х +спри а>0, р < 0 ит, д.) а 
неравенства при этом не меняется. 

3. Если неравенства содержат функцию в четной степени, напри. 
мер х*, (х + 1), (х +1)‘ ит. п., необходимо учитывать, что она к. 
кратные корни, при переходе через которые знак не меняется. 


р (рик. 


4. Знак линейной функции у=ах+6, а*0, совпадает со на. 
ком коэффициента а справа от корня; знак квадратичной Функции 
у=ах” +6 х+с, а*0, совпадает со знаком старшего коэффициента 
справа от большего корня. 


5. Знак произведения или частного функций на данном интервале 
определяется количеством только отрицательных знаков функций, 
входящих в неравенство. Если знаков «—» четное число, то в ответе 
знак «+» (> 0); если минусов нечетное число, то в ответе знак «-» (< 0). 

Знак множителя определяется через пробное число, взятое из дан- 
ного интервала, где функция непрерывна (или для множителей Ёх и 
ах? + Ьх + спо знаку старшего коэффициента на правом промежутке, 
п. 4). 

6. Решение неравенств ев = Их). в) 

ф(х)-о(х) Ф(х)-о(х) 
решению неравенств 1(х)-в(х)-ф(х)-о(х) >0 и /(х)-2(<)-6(х)-а(х)<0 
на ОДЗ. 


<0 равносильно 


Рис. 111 
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1. Найдите ОДЗ и запишите ее в форме промежутков. + 


60-269) 50 
$(х) . 


9. Приведите неравенство к виду 1(х)- (х)-Ф(х) =0 или 
где {(х), =(х), $(х) — функции 
3. Приравняйте нулю каждый множитель и решите уравнения: 
7(<)=0, &(х)=0, ‹(х) =0 
4. Изобразите ось Ох и отметьте на ней ОДЗ и все корни (п. 3) (корни 


уравнений знаменателя изобразите кружочками (о, х * х,), так как 
знаменатель не равен 0, а также корни числителя, если неравен- 


ство строгое (> 0; < 0)). 
5. Изобразите промежутки, на которые разбивается ОДЗ, на оси Ох 


дугами. 


хо т хз хз х 


и на правом (можно на любом) промежут- 


6. Определите знак функци 
если нет кратных корней (х’= 0; 


ке, а затем чередуйте знаки, 
(х-1) =0) (см. свойство 3). 

7. Выберите нужные промежутки и 
«> 0», то надо выбрать промежутки со знаком « 
венства «< 0», то — со знаком 

8. Запинтите ответ. 


з ОДЗ: если знак неравенства 
+»; если знак нера- 


«>». 


в 
Г 


Решите неравенства. 
1. х(х+0@-=)>0 


Решение. 
10.3: хе В 


‚И 


Глава [П. Решение уравнений и нераве, 
| ь. 


2) Неравенство имеет вид, удобный для решения его метод в й 


р м 
тервалов. Ра. р. 
3) х=0; х+1=0;х=-В 2-х=0;х=2 .й и 
>0 >0 ие 
рр». НА М СЕ И? 
4)—5) я = 0 р. х ми и 


6) Знак функции при х = 3 (на интервале (2; +0)): 8(3 + В — 3) < 
7) Знак неравенства «> 0», значит, выберем промежутки со знаком | 


«+» м 
Ответ: (—; —1) ч (0; 2). я об 
2. ЕГЭ. .5-1>0 ‚67-я 
Решение. т 
1) ОДЗ: (-©; —8) 5 (3; +) Дробь - имеет смысл, №''. >; 


1 2+8 _1 (2+3) 1х8 -2-х. 


——_^. | если 6=0; 
2+3 2+3 х+3 х+3 х+3 ° 


м3 0» 


2) 


а, РЫЬ. =_3 
х+3 х+3 х 


Зх+2=0; х+3=0; х=-2; х=-3 


р р Ее 


Ответ: (-8; —2). 
3. х(х+16-х)>0 


Решение. д 


1) ОДЗ:хеВ х,, =0 — кратный корень, 
те 

2) Неравенство имеет вид, удобный | ТОГДа знак 7(х) не т 

для решения его методом интервалов. при переходе через 

3) х?=0, х+1=0, 5-х=0 


:) > + 
ж=0;х=-1Ж=5 7 (<) > 0, знак « 


СЛ, 
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4—5) ых у 


6) Определим знак /(х) на промежутке [5; +5). Пусть х=6, тогда 


6*(6+1)(5-6)<0. 
Ответ: [-1; 5]. 
4. Эм. (3 -х-2)-\/2х-1>0 
Решение. 
1)одз: [0,5; +55) 
2) 84? -х-2)-2х-1>0 > 342-х-220 


к. 3(#-1[х+ 2 >0 
> 3 


> 
а х>0,5 


4)—5) 


Ответ: {0,5} ‹ [1; оо). 


Решите неравенства- 


2 
8х -2 0 


1. ЭМ. 


8$—х 
(х+11)(@х-5) <0 
8 


2.ЭМ. 
х 


Га имеет смысл, если 
а>0>2х-1>20=>х2>0,5 
а>20 а<0 
а:6>0<> или 
ь>0 5<0 
2х —1> 0 по определению 


арифметического корня, 
тогда 


3х? -х-2>0 
а 

1 2 3 
ах? вх +е=а(х- ххх.) 
Включите хо = 0,5 в ответ, 


так как _\/2.0,5-1=0 


Глава 111. Решение уравнений у 


© Нера 
а 
Т 


азы Х+ 
= -35+2 0 4. ЕГЭ. 5 
ВМ (2=-1)(8—х) 


Ответ выбрать из решений: 1) (-00; 0,5) * (8; +; 
2) (42; По (0,5; 8); 8) [-7; 1) 9 [8; 4%}; 4) [-7; 0,515 (8; +) 


Ответ: 1. [-= НЫ 3) 2. (©; 11] 5 (0; 2,5]. 


3. (-2; 1) с (2; +°). 4. Номер верного ответа: 2. 


Решите неравенства. 
1. ЭМ. (3х-2°-2)Лх+4<0 —2.9М. Ш = 
56-08, | 


х?(х+5) 


о 4. О 1 
Ответ: 1. [5 ие +55). 2. х, —3; х, =1. 3. [2; 3] ‹ {3}. 


6х+с20 


аи 


2 
1. Решите уравнение ах? +6 х + с=0 иесли есть корни, то перейдите к 
п. 2, если нет корней, то — кн. 4. 
2. Разложите трехчлен на множители по формуле 
2 
ах ох +с=а(х- Ех.) 
3. Решите методом интервалов неравенство 
Тод — — 
Е “1 )(х — х,) > 0 или а(х — х,)(х — х,) < 0 
сли а < 
4 < 0, то разделите на а обе части неравенства, изменив его 


знак на противоположный.) 


Л. - п 
>0 ю 6х >09 ри Хх Е В, 


2 
ах +6%+с<0 не имеет решений 


\\ 


, 


ри-Метод интервалов при решении дробно-рациональных... 


а = › ТО 4% +6х+е<0 при хе В 


2 
ах +6х+с>0 не имеет решений 


5. Запишите ответ. 


Решите неравенства. 


1. 2х*-3х-2<0 2. 5х? - 10х>0 
х*-14х-15 

>00 
3-31 10—4х 
Решение. 
02-3-2920 РЕБ? - 4ас=9+16=25 

3=-/25 5+ /Ь 
Е Х›= а 
х=2, х.=-0,5 ах? + Вх е=а(х -— х(х = х›) 
2) 2(х — 2)(х + 0,5) < 0 а=2, а>0, 

то знак справа «+» 
и 
) - ы > 
2 


Ответ: (-0,5; 2). 


2 — 
2.1) 55° —10х=0 ах’ +6х=0 
х=0,х,=2 х=0 
2) 5х(х-2)>0 в. 
а 
3) М №22 а=5> 0, то справа знак «+» 


Ответ: (-—о0; 0] 2 [2; +90). 


иные 


— 


Глава Ш. Решение уравнений у рав, 
Нет, 


оф 
ее имеет смысл, 


3. 1) ОДЗ: (=; 2,5) 5 (2,5; +) г 
ее если 6*=0=> 
а: = 10-4%*0 5х2, 


х2—14х-15 (%-15) +00 Е Вы 
2) ао. 2(5-2х) | 2  =-1 


хх, =-15 х,=15 
>0 >0 2 
9 Е УМ, | ыы, 
ее 2,5 15 - : 


Ответ: (-; —1) (2,5; 15). 


Решите неравенства. 


2 __ 
1. х*-64х>0 = 
х +6х+9 


Ответ: 1. (-8; 0) 2 (8; +0). 2. [0; 6]. 


1. Найдите корни уравнения ах?+ьх+ с=0. 


2. И знак коэффициента а и по нему направление ветвей па- 
раболы. 


3. Постройте схему графика функции у=ах" +6 х+с: 

1) отметьте на оси Ох корни уравнения (если они есть}; 

2) проведите ось симметрии через середину отрезка [х1; х›] (или че- 
рез х, — единственный корень уравнения) параллельно оси ОУ; 


3) изобразите на оси симметрии вершину параболы ниже оси Ох 
(произвольно), если а >0,02>0 (рис. 113, а), или выше оси Ох 
(произвольно), если а< 0, 2>0 (рис. 113, г) 


Если х — единственный корень точке 
то вершина параболы в 
(хо; 0) (рие. 113, 6,0). Е 


д интервало 
в 
при решении дробно-рациональных . 


Если корней нет и а>0, то 
‚ то вершину параболы изобрази 
| аз 
вольно над осью Ох (рис. 113, в), иесли а<0 и р<0 а 
под осью Ох (рис. 113, е). ‚ то ве 


4. Изобразите решение нерав 
ен 
ции (см. рис. 113). ства, используя схему графика 3% 


е] а) 6) &) 


1(х)>0 (х)>0, хеЕЕ (х)>0, хеЕ 

прих < их>2х, [(х)<0 — 7(х)<0 — 

Кх)<0 при х, <<, нет решений нет решений 
г) 9) 


р 


я 1(х) > 0 при х, < х < Хх» 1()<0, хеЕ 1(х)<0, хЕЁВ 
Кх)<0 1(>0— 1(х)>0— 
нет решений 


прих < х, их> хо нет решений 


Рис. 113 


Глава И. Решение уравнений и рав, 
: ны, 


186 


1. Решите неравенство 2х°-х-320, используя схему графика, 


Решение. 
1) 2% -х-3=0 Е УР 
Е" - : 2а 
_ 1+\1+24 
направлены вверх 
и 3) Построим схему графика функции а>0 
= 2х2 —=х-—3 < 
ее >00 > р ^ 
Ма, 
у>0 


4) Изобразим на схеме решение неравенства. 

Ответ: (—0; Е) В += 

2. Найдите область определения функции у = 2х? -3, исСполЬ- 
зуя график функции у= 2х — х?— 3. 

Решение. 


Решим неравенство 2х — х?— 3>0 


1) 2х — х?—-3=05> х-2х+3=0, у=.//(х) имеет смысл, 
корней нет если /(х)>0 
2) а=-1,а<0, Р=Ь” - 4ас 
р=4-12<0 


ветви направлены вниз 


$12. Показательные уравнения 


8) График у =-х*+2х-3 
весь под осью Ох 


у<0 
при любых х 


4) Изобразим на схеме решение неравенства. 


Ответ: Б(у)=@. 


Решите неравенства (по графику). : 
1. (х-3)' <49 2. 9х 3х> 0 


Ответ: 1.[-4; 10]. 2. (0; 1,5). 


Показательные уравнения 


Ь, геа> 0, а* 1, 6 >0 — посто- 
называется показательным уравнением. 


в 
Определение. Уравнение вида @ = 
янные, х — переменная, 


Свойства показательных уравнений 


1. Если а® = а>0, а= 5 >0, то существует единственное ре- 
а : й 


шение /(х) =105,6. 


2. Если а! = а, а> 0, то{(%) = ф(х). 


3. Если а? Е ®, а=ь #1, а>0,6> 0, то К(х)=0. 


авнений ц. 
188 Глава 1. Решение ур нь 
с № ь 8 


Ттип: а/® =а” <> /(х) = т (свойство 2) 


с М ' .е. т 
1. Приведите число 6 к степени с к а, т.е. к виду а (при. 
т а п =а”"" а” а” =. э- ь 
мените формулы а *а = , 
2. Решите уравнение /(х) = т. 
3. Запишите ответ. 
П тип: а/® =5> (х)=10&,6 (свойство 1). К этому типу относятся 


уравнения, в которых число 6 нельзя записать в виде степени с основа. 
нием а с рациональным показателем. 


1. ЭМ. Решите уравнение 128 .162+1— в 


Решение. 
1) Эт о: ыы 23-6 > одЗ: Е В 
<> 271854 29-6> ак т 3 т+п 
а ‘а =а 
получим уравнение | типа а=2: 128=27. 


(применим свойство 2) 


2) Т+8х+4=9-6х > 
> 8х +6бх=9- 11% 


162" = (2 у ое 
р (23 вы == 


> 14х=-2 а' 9 = а > 1(х) =9(х) 
в | @а>0, а=1 (свойство 2) 
й 
Ответ: -=. 


Е 


12. Показательные урав 
6 нения 189 


2. Решите уравнение 2* — 7. 
Решение. 


9*=1<х=1ю=.7 
т ОДЗ: хе В 

а'(Э=р > х=108.6 

Ответ: 10551. 


3. ЭМ, Даны функции 1(<) =2" и 4(х)=5”". Решите уравнение 
[(х) -9(х) = 50. 


Решение. 
1)5'"'.2=50>5.2"=10> ОДЗ:хеЕВ 
<> 10* = 10 (тип) а” 6” = (аб)” 
2) х= 1 а'®= а > {(х) = $(х) 
а> 0, а=1 (свойство 2) 
Ответ: 1. 


02'-вх 122 
4. ЭМ. Рештите уравнение — оз. — за» - 


Решение. 
1) 22° -6х о 2 ОДЗ:хеЁ 
223. од?-8х —1 948% «> По свойству пропорции 
— ее Е а: =е:а=аа=бе 
> 12 =12 225'-6х ее 22(=? 8х) ы- 4-85 
а" -6" =(аб)” 
2) х?-3х=4-3х <> а”а“=а”*” 
а а = а = = 969 
х=2 а-0, а=1 (свойство 2) 


Ответ: —2; 2. 


190 Глава И. Решение уравнений и меравен, 
6 


+ ЗА. 2+2 ТЕ и 
5. ЕГЭ. Решите уравнение 32" .3“”” -625 Е: хе - 


Решение. а 
о о № - —5* 
= 25295 „335 „54548 — За „ет, БН т. — г 
255415, ЗНА 54х48 я : 
раки дет Бани =1 > (а") =а 
я т. пп „тт 
= =” = ее. =1> в о разделим 
=> (2:3: = 


на выражение, стоящее 


= 30° =30° (тип) в правой части уравнения 


2)2х-6=0>х=3 а" 6" с” = (абс). 
ТЕЗ 
а'®= а ® 8 1(х) = 9(х) 
> “ 
Ответ: 3. а>0, а=1 (свойство 2) 


=: 2х+1 5 Е 
Е === [1] =0 2. 36-2163 =1 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Приведите уравнение к такому виду, 
части уравнения имели одинаковое 
ней отличались на постоянное числ 


чтобы все слагаемые в левой 
основание, а показатели степе- 
о. 
. Определите наименьший показатель, 
те за скобки степень с этим показате 
каждое слагаемое по формуле а/®+п 


например /(х) + п, и вынеси- 


лем (иначе разделите на него 
с а!®+"— ат 


6. Запишите ответ. 


Решите уравнения. 
НН 
Решение. 

1) ОДЗ: хе Е 


2) Все слагаемые в левой части 
уравнения степени с основанием 3 


3) в — 3-24 9%) =315 <> 
> 3 *(3*+3°-1)=315 

4) 3**.35=315 |: 35 

5) 34 =9 => 

<> 32-4 = 3? — 
=2у-4=2>2у=6>у=3 


Ответ: 3. 
2. 328 +3* =7=н +5.7° 


Решение. 


1) ОДЗ: хе В 

2) 37 ИБ. > 

<=> 3" (33 +1)=7"(7+5) > 
>3".28=7*.12 |:7':28> 


Ответ: 1. 


1(х) +п 
5. Решите уравнение а! ®*"— д (алгоритм 56). 


| (то свойству монотонности) 


2у-4 — наименьший 
показатель 


сх+т. а“ *=а” т“ 


(по свойству монотонности) 


-п 


аа 
а"=а">т=п 


а>0,а=1 


О] 
В 


Решите уравнения. 
1. ЭМ. 4598 в: 0 —6-:3* =5 
ь 10. т 5" = АХ т 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Приведите уравнение к виду ар” +6р*+с=0: 


если дано Е. или р*", 2 примените формулу а”" 


если зао Р””" или р"*, то умножьте обе части уравнения на р" 


=" $ 2х 
если дано р * или р ^*, то умножьте обе части уравнения на р” илир”. 


3. РР ы. =. переменной р* => 0. Получите уравнение вида 


4. Нат корни уравнения (п. 3); если ® >0, то решите уравнение 


=%; если #<0, то исходное уравнение не имеет решения. 
5. Запишите ответ. 


| 
од 


12. Показательные уравнения 


Решение. 

1) ОДЗ: хе В 

2) (2*)*-10:2":2-24=0 
22 —5:2*—24=0 


3) Пусть 2" =Ъ, #>0°, 
тогда # -51:-24=0 


2.ЭМ. 5 . 221+ 98-*=3 


Решение. 


1) 0ДЗ:хеВ 
221+ В 
922 95=12.2х 
3224,0 
й-12++32=0 


Ответ: 29: 


Решите уравнения. 


1.9*—5-3711+54=0 


Ответ: 1. 2; 10836. 2.-2. 


т-п п 


а: а 

+ =5 +=8 
2. 

+. =-24 =-3 


=-3 — не подходит 


а 


а” =а' >т=п 
а>0 


а=1 


а":а*=а"*" 


1 


— 


23-2. 9+2 — 08-4542 — 05 
3.9212 В 92 0-Е 
Е +Ь =12 — 
<> 
в. а 
ап=а">т=п 
а>0,а=1 


ЕЕ, Оо 


1 
2 ЭМ.4°'2-1.2*=4 


(по свойству монотонности) 


В 
ИИ 


Глава ШИ. РЕН уравнений у г, 


Не 
194 и ом , 


ннииининене (=) о оенаь показа 


1. Найдите ОДЗ. 
2. Упростите уравнение и приведите его к виду за^* + ра“: +45 | 


т+пт__ 
если дано а^**", то примените Форм а =а” а"; 
если дано а” ", то умножьте на а” обе части уравнения. 


3. Разделите обе части ураннения (1) на 5* = 0, получите Уравнени, 
а 
| + +а=0 
(2) а ($) - 
4. Введите замену переменной (=) =Ь, {>0, и решите Квадратное 


уравнение 3Ё + р +4=0. Если корней нет или #<0, то исходное 
уравнение не имеет решений; если & >0, то решите уравнение 


| лил 


Я увтопри 
а 408 
В = >х=ЮЕЬ ото 
Ь г олотариф 
5. Запишите ответ. | 2. Пели. 
тезаменой 


т 

Решение. 
1 0ДЗ: хе В а" =а”-:а” ве 
2) 4. = 9. 3 э. „9. 9— 0 910.9; 4=*1= (2)? .4 

х х Е” г 2х 
4-2 2.37 18. о делим на 3 А, ь. 

Ре 2 а (8) | 
3) «(8 [2 -18=0 а”:6 ==] $3= (3 » 
Пусть В ЕБ #> 00° с-в=УФ, р=в’ -4ас , 

3 : 12 = од 


12. Показательные урав 
тогда 4#2-#-18=0 | 


9 _1+/289 1417. 
отит 1 

ел р. х -. 8 8 
р. х [2] -=(2) -(®) = : 9 Е 2 ы и 

Ч В Е 4 3 2 о 
ронний по условию х 


В) (=) Ея 
а а < == а“ =а" т=п 


а>0,а*1 


Вы 
№ = 
(по свойству монотонности) 


Ответ: -2. 

| [3 

Полезный совет. Чтобы выбрать алгоритм решения, посмо- 
трите: 

1. Если левая или правая часть уравнения — положительный одно- 
член, то примените алгоритм 56, т.е. еслиа/®=а*®, а> 0, а*1,то[(х)= 
= <(х) по свойству монотонности, или если а'®=5®, а 1, а>0,6>0, 
то логарифмируйте обе части уравнения по удобному основанию. 

2. Если левая или правая часть уравнения — многочлен, то решай- 
те заменой переменной или разложением на множители. : 


Решите уравнения. 


А 


т 97-4" =2.656 2. 8" +18* =2-27 


1 
Ответ: 1. 108: =; 1082. 2.0. 
2 


отрим решение примера 2: 
8" =}. 


| Рассм 
8* +18" =2.21* 
285 40*.32= —9.38= | : 5 


2 ое (в а": в" -[@] 
[а ча) хе . ы 


3 


Глава Ш. Решение уравнений и 7 


у-1- ч- жи +У+1 


50 0 р- += 80, ‚ значит, 

Е: Е корней нет, поэтому 
у-1=0>у=1 - Ни +2 +0 
2х0 а Эа п (по войсть 
3 3 3 монотонности) 
Ответ: 0. 


1. Введите обозначения: у=а” и у= Их). 


2. Постройте графики полученных фувнвий в одной системе коорди- 
нат хОу. 


3. Определите, есть ли точки пересечения графиков: если есть, то опу- 
стите из них перпендикуляры на ось Ох и ПрОЗНтННЕ ОРТ если 
общих точек нет, то решения нет. 


4. Запишите ответ. 


Решите уравнения. 
1.ЭМ. 2" =6-х 


$ 12. Показательные уравнения 


т2 


Рис. 114 Рис. 115 


Решение. 
1. 1) Пусть у=2"иу=б-х. 
2) Построим графики функций у=2 иу=6-х (рис. 114). _ 


3) Общая точка (2; 4) 


Ответ: 2. 


а 
2. 1) Пусть у= З и 


х З = ы г 
2) Построим графики функций у= В иу= м ис НЫ: : 


3) Общая точка (-1; 3) 


Ответ: —1. 


Глава 11. Решение уравнений у г, 


Решение п 


Ро 
1 


{ Алгоритм 


СИИ ей 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Определите монотонность (возрастание или убывание) Функций 
г ) 


стоящих в левой и правой частях уравнения. 


3. Определите, какая существует связь между характером Моноток. 
ности этих функций: если функция, стоящая в одной части урав. 


нения, строго убывает, а функция в другой части уравнения стро. ем 
го возрастает или постоянна (013%), то уравнение имеет не более ) 
одного корня, который можно найти графически или подбором из а 
ОДЗ, если корень — целое число. Если функции в каждой части У 
уравнений только возрастают или только убывают, то. утверждать рии: 


однозначность решения нельзя. 


4. Запишите ответ. 


Решите уравнения. 


1.ЭМ. х’+2х3 =48 Е 
Решение. 


1.1) ОДЗ:хеВ 

2) Левая часть уравнения: у=х° — возрастает; у=2х* — возраста- 
ет; у=х? +2х* — возрастает. 

Правая часть уравнения: у = 48 = со 

Значит, существует не более одного корня. 

3) Пусть х=2, тогда 2° 3 =32+16=48, получили правую часть, 
значит, В 2 — корень равнения, других корней не может быть. | к 
Ответ: 2. а. 
2. 1) ОДЗ:хеЕЕ = 
2) Левая часть уравне 


зи За 


$ 13. Решение показательных неравенств 199 
ооо РЕН Ели та 
ПРОРОСООЕ  о- 
Правая часть уравнения: Е 
ИЕЗх с ав 
те существует не более одного ее (== 0): 
сть х = ре 
3). ПУ 1, тогда 2' =3-1=2,2=2 — верно, значит х= = 
корень уравнения, и он единственный , ь 


Ответ: 1. 


Решите уравнения (1—2). 
1. 9 ы 811 = 92 
2. 9. В 10 ь 5-8 


3. Укажите корень % = в 5% — 42-1 Д8+1 
уравнении 4" — 4 =4 ие 


Ответ: 1.0.2.—1.3. . 


Почлродуий — ка реле! 


Решите уравнения. 
1.3.25=—=8 .15"+5.9*= 


2. 3.222 =1 


Е 
3. 2 =-2_х (используя монотонность функции) 


Ответ: 1.0;1.2.0.:3.-1. 


Решение поааатолЬны неравенств 


в которых ом содержится 
я показательными. 


= 3х+1 3х—4 
53% 2 8х > 53% ; 


ва, 
называютс 


+2.6* <0; 


Определение. Неравенст 
только в показателе степени, 


ер: 2 < 3; 3= 


2х х-1 
1 [8 >0: 1002" < 0,1 
2 2 


Наприм 


2: а ‘обе части неравенства к один, 


3. Сравните о основание ас1. 
Если а>1, то примените свойство Т; если | , 
свойство П и решите полученное нораврясая 


4. Запишите ответ. Оли 


ЭМ. Решите неравенство 100** *1<(, ы: | 


Решение. — Е р а. ] 
1 ОДЗ:хеЕВ Е а > 1, значит, 
2) (10?) <10" > 101 о Ра. У возрастает 


3) Чена <-8 


$ №; ие) <п 


$18. решение показательных неравенств 


: 201 


п Ее: о Ь нельзя записать в виде степени а” с рациональным 
ее с да запиптите его через основное логарифмическое тож- 


10526 


и решите неравенство по 1 случаю. 


1. Решите. неравенство о, ре 


Решение. 
1)0ДЗ: хе Е Б=аа' 
2) 0 ры 20,202" 0<=< 0,2 ео 
. у= (0,2) — убывает 
3) х+1<108 7 и если 0,2” > 0,2", тот < п 
х<108,,7Т-1 105. а-№ю8.6= 108... 


х<108.,35 105, 27-0820,2= 


т 
=108»—> 0.2 он 


Ответ: (—5; 108.285]. 


_ з 
2. ЕГЭ. Решите неравенство 9 Гы Зы : 


Ответ выбрать из решений: 
1) (©; -5,2] 2) (—°5; —5,2)) 
3) Со; 5,2] 4) (—о; 3,2] 
Решение. т г 
1 0ДЗ:хеВ 19 
2) 9"? 59” 9 > 1, значит, у=97® — 
Зоо <_2+1,2=>х<5,2 | возрастает и если 91° < 9", 
: то{(х) < п 


Ответ: номер верного ответа: 3. 


Глава Ш. Решение | 


Решите неравенства. | 
1. << 16 2. 3* <81. 


Ответ: 1. (-2; 5). 2. [-2; 2]. 3. [= р 


ч 


ПЧ < 


+ + р ==: - 
ых. з - | 2 =| 1 — 


Е т. Е =3 
5.0<#<3 СНЕ х 
Ея ее значит, у = 3* — 
растает и если 3" < 3", тот< п 
Ответ: (=; 1). г: 


1 2х1 з х-1 
1. ЭМ. Репшгите неравенство 5 м 0 
РВ 2 : 


2. ЭМ. Найдите наибольшее целое значение х, удовлетворяющее 
неравенству 2” + 2°*< 9. 


х+3 
3. ЭМ. Решите неравенство 2'** 23 +2>0. 


Ответ: 1. (=; —1). 2. 2.3. повез ==). 


ие показательного 
разложением 


Алгоритм 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Найдите член неравенства с наименьшим показателем и вынесите 


его за скобки. 


ившееся в скобках число обе части неравенства 


3. Разделите на получ 
житель. 


или сравните с нулем каждый мно 


1х) =) 
4. Решите простейшее неравенство @ >Ь или а’ <6 (поалгоритму 


62). 


5. Запишите ответ. 


Глава ПТ. Решение ура 


1 
Решите неравенство 3***+ 3* "< 28. 


Решение. т - я ре 
3*-1 имеет меньший пок 
: х Ва- Е азате 
ре 8 — и р 
31.28 <28|:28 3> 1, вначит, = 
— 3) 311 —- _| У=8* — возрастает и если 3" < 


ве д-15055<1 |тотзп о = 


Ответ: (о; 1). 


вшей 
Замечания 1.1) 
1. Этот способ применяется, если множитель при х одинаков, а чис- яз 
ло +т разное. } 
2. Чтобы найти число в скобках, примените формулу ы 
а-я е а а’+т 
7: ы о 
3. В пояснении за чертой в неравенстве а” > а” пишите знак нера- 5) 
венства, данного в примере. 9 
$ 


1. Найдите ОДЗ (пересечение ОТ) и (2)) 


2. Умножьте обе части Неравенства на а“ >0 
3. Определите тип не 


равенст ом 
основании: 88. Сравните показатели при одинаков 


показат пай 
если ели отличаются на постоянную величину, торешай 


те по алгоритму 64. 


\ 4. Запишите ответ. 


Решение. 


1.1) ОДЗ: хе Е 


3) 3-(3**!-2-3"* >0 
4) Пусть 3" =6 #>0 


и 
№ 5 < 
+>0 
2 
34-10 ++=|>0 
| к. - 
+>0 
ПР И, 
2) 0 Ре 
=: 


1>1453=? >14 3" >8° => х+2>0<> 


>х>-2 


Ответ: (-2; +00). 


2) 353512 ре — > Е Зе 
3 
ЗР-1-2=0 
Г р=Ь —4ас=1+24=25 
я 15 
6 
1-5 2 
а 
6 3 


372 > 0; а = 39 


у= 3* — возрастает, 
если 3" > 8", то т > в 


Глава 11. Решение уравнений цу равен, 


206 
2. 1) ОДЗ: (=; 0) 2 (0; +0) Дробь +. Е имеет мыс, 
2) Решим две системы: если В > >. 
и’. НЯ : | 41052: 
ее. 4" <4 х< 
4 1302 < и 2а о 
ие 8 г. ео 
= 25348 х>0 0 
4*-1>0 4" >4 Ъ а 
=0<х<3 | о 
У = 4" — возрастает 
и если 4” < 4", то т < п 
Ответ: (0; 3]. 
Промо: ка. еле! 
8. 290 
Решите неравенство 3“ — за +6>0. 


Ответ: (оо; 1-е, 5]. 


1. Найдите одз. 
2: 
2. Разделите ‘обе части неравенства т на а *>0. Получите неравенство 


2х КЕ а 
к 9 =0.. 


$13. решение показательных неравенств 


решите неравенство 4* —3.6*<4.9* 


Решение. 
1) 0ДЗ: хе В 


2) 2* 3-27 .3" 4-3” <0 |: 3%; 3% >0 


ев 
3) В в) —4<0 Р-3#-4=0 ВЯ 
Е+Ь=З а Е 


2 х 
4) Пусть Е ЕО а == - 


2 
5)2-31:-4=0 0=—= 1; значит. — 


(-496+0<0 В —. 
| =0<154 и (5) — убывает и если 


В 
ро ‚тот> п == ох 
3 В - 


> х>08,4 
з 


Ответ: тв 4; += 
Е 


Решите неравенство ДЕ" 9. 14+ 2° 49*>0. 


Ответ: (5; 0) (1; +00). 


ий 


Зи 


Глава Ш. Решение уравнений и меравен 
8 


. 1. Найдите ОДЗ. 
| 2. Введите обозначения: И=а” и У =7(%). 


3. Определите монотонность функций, О АЕ в левой и правой че. 
стях неравенства: если одна из функций убывает, а другая Возрас. 
тает (или сопз®), то имеется не более одного корня. 


4. Постройте в одной системе хОу графики функций у=а” иу={(л), 

5. Найдите абсциссу х, точки пересечения графиков (опустите пер- 
пендикуляр на ось Ох из их общей точки). 

6. Проведите две прямые / | Оуи[, | Оу слева и справа от точки х.. 


7. Сравните ординаты точек пересечения прямой с графиками и вы- 
берите тот промежуток, где выполняется заданное неравенство. 


8. Запишите ответ. 


Решите неравенство (0,5)* < х— 0,5. 


Решение. 
1) ОДЗ:хеВ 
2) у= (0,5) иу=х- 0,5 


3) Функция у = (0,5)' убывает, основание 0<0,5<1 
Функцияу=х-0,5 возрастает, #=1, 1>0, значит существует одна 
точка пересечения графиков (по дб з 


4) Построим графики функций у= (0,5)* иу-х- 0,5 (рис. 116). 


4. Решение логарифмических уравнений 


5) Общая точка графиков: (1; 0,5). 


6) Ордината графика функции у = (0,5)* 
меньше ординаты графика функции 
уе” 0,5 справа от точки Хх =1. 


Ответ: х>1 или (1; оо). 


Решение логарифмических уравнений 


авнение, в котором переменная содержится под 


называют логарифмическим. 


Определение. Ур 
знаком логарифма, 


Основные типы логарифмических уравнений Е 


1.10=./(х)=Б или 1оя | (х) =108.8(х) 
П. а10ё°, | (х) + Мо! (х) += 0 
Ш. 10 ,[(х). 10#,8(х)=0 


Условия равносильности логарифмических уравнений 
ю (о) = 8(х) 
„108, /(х) =108,Е(%) 20|) >6: 8(0)>0 


2.1 т а 
- 1050 1 (х) == ал 2) > 0 
а=1 
2п :105 а (х) =6 


3.1 2"(х) = <=> 
0.1 "(= бо+1 


210 
Внимание! А 
оо мулы ее. 
ыы -10в ,/ (х) + 105 .$(х), (1) 


(2) 

можно потерять корни, так как ОДЗ сужается. 
. повый (о + к. ф(х) =1ю8.(1(х) -Ф(<)}, (3) 
э- =, 960 = 10. —— и. 


ф(х)’ 


одз может быть распгирена в результате преобразований и могут по. 
явиться посторонние корни, которые устанавливаются проверкой, 
Поэтому необходимо следить за ОДЗ, иначе равносильность логариф- 
мических уравнений может быть нарушена. 


[(х)>0 
1. Найдите ОДЗ, решив систему неравенств + 8(х)>0 — и используя 


а>0; а=1 


определение логарифма. 


2. Преобразуйте выражения в левой и правой частях уравнения и 
приведите его к виду 108 ](х)= 10&, 2(х), применяя нужную из фор- 


мул: ры 

10#,6+108,с=108, (6), 108,610. с=10в. 2 (а>0; 6>0; а#1) \) 
с 

4 


. 1 
или п=ЮБ, 4”, 108 „ = 1юЕ.В, 108.6 =п<>а" = 


3. Решите уравнение /(х) = &(х), используя свойство т. 
4. Запишите ответ. : и. 


то приведите их к одному основанию по формулам: 


1 
108.6 = : _Ю&.6. 
5 105 а ° 105, 6= 108 г. 2 10, ь = —05, ь =105, 6" 


ь 
с 


(@>0; с>0; 5>0; а* Ц с#1; #1 
| Примеры 


ри 1. Решите уравнение 105,(х-—2)=2. 
м Решение. 
м = 
р 1) ОДЗ: х е (2; +0) 1о&, /(х) имеет смысл, если /(х)>0 
2) ю.(х-2)=1ю8.3* х-2>0<%х>2 
ого п=108, а” 
х-2=9 
‚| >= 1ю, [(х)=108, Е(х) 
х>а та 
Кх)>0; &(х)>0 
= Кх)=8(х) 
Ответ: 11. 


2. ЕГЭ. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урав- 


нения 4108. (х-—5) =108316. 
2) [3; 6) 3) [6; 8) 4)[8; 12) 


ие’ 1) [-3; 3] 
я! Решение. 
1) ОДЗ: хе (5; +0) 105; [(х) имеет смысл, если 
И 2) 410. (х-5)=105:16 #х)>05х-5>20>х>5 
41ов,(х-5) = 4108.2 108.16 =108,2' = 410532 
3) 105.(х-5) =1083 2 2 1ов, 6" = 1108, ь 
х>5 


д дд цы 


> аи ее 
х5 м5 
Ответ: номер верного ответа: 3. 


3. ЭМ. Решите уравнение 10& (х’ -5х+9)= = 


ИМ 


Решение, о 
1) ОДЗ: 10,6 существует, 
: еслиб > 0; а> 0; а=1 
х -5х+9>0 х'-55 9-0. . | 
(х-6)>0 Р=6” - 4ас=25- 36 <0- 
(6)? =1 > х'-5х+9>0ОприхеВ 
|[=-6|=15х=7; х-5 
ОДЗ:хеЕ (-0; 5) (5; 6) ‹ 
9 (6; 7) 0 (1; +ю) Ве 
1 Е 
2) ((=-6)'} = =5х+9 По определению логарифма 
6] =х2-5х+9 108.6 =п<>а" =6; а>0; 5>0; а+1 


а, если а>0 
[|= 


х>6 Е 
2 -5х+9-(х-6)=0 о ЗоДИ в 


3). 
Е х<6 . 
х-5х+9-(6-х)=0 
р х<6 ао 
Хх о. и Р=Б?- 44а =36 -60<0 
—_ г. 3 | Нет корней прихе В 
х—4х+3=0 а м 1-3 
2 2 1+5 
та, х ое, и 
х=3 и 


х =1иу-= 3 входят в ОДЗ 


Ответ: 1; 3. 


$4 решение логарифмических уравнений 


замечание. Можно было бы проверкой установить, как 
к. является решением, не находя ОДЗ и не применяя услов 
р осильности, но такое решение является более Формальныць 


держащим мотивации действий. 
Например, решить приведенное уравнение можно было так: 
\/(<—6)* =х? -15х+9 Ма? = а] 
х-6]=х°-5х+9 
Найдя корни 1 и 3, проверим их: 


10а - 671? —-5:1+9)=102..5 =0,5 >0,5 =0,5 — истина 
1083 _6)(9 т 15 а 9) = 190558 == 0,5 > 0,5 т 0,5 истина 


[(х)>0 


1. Найдите ОДЗ: \рР>0 
р=1 


(по определению логарифма) 


ОЕ любое действительное 


2. Введите новую переменную # = 105 › 


число. 

и, то 
анис ОР ЗЫ есть корни, 
равн 


3. Решите квадратное У 
выполните п. 4. 


а Кх)=Ъ. 
4. Решите уравнения 108 р Не)=Ы и 108, 2 


5. Согласуйте решения © оДЗ. 


6. Запишите ответ. 


Глава. ПТ. Решение уравнений и и 


214 : 29 И нЕ 


а венс т, 


1. ЭМ. Даны функции /(х) =105.х и &(х)=3108,х. Решите м 
ние /(х)-3&(х)=4. 


Решение. 

1) ОДЗ: х>0 

Вместо /(х) и &(х) подставим 
их выражения: 

102. х-3-3105, х=4 
102.х-8105,х-4=0 

2) Пусть 108.х=ЬЁЕ В 


3) Р-3&-4=0 
т 1 
или 
+=108.х $=105,х 
108, х=4 2 
108, х=-1 х=2! _1 
2 


10&, х существует при х>0 


1 
3105, х =8- 31082 =105,х 


105 6 Юн, ь 
5 п 


+Ь=3 1=4 
> 
и | 


5) Согласуем корни с ОДЗ: 16 > 0; р >0 


Ответ: : ; 16. 


2. Решите уравнение 105, .(3-х)= 10=. .(1-х). 


Решение. 
3-х>0 
1-х>0 


1) ОДЗ: 
›од В 


1-х=1 


1о# „6 имеет смысл, 
еслиб > 0, а>0,а=1 


хЕ (0; 0) 5 (0; 1) 
2) Пусть 108, „(3—х)=ь, 10&.6= 


ю5,а 
тогда 10, ‚(1-2 =1 - + 
т ы в 
Тоба. 
ее тт 10, ‚(8—х) 
3)1=-21 == 
$ {= 
и о о. : 105.6 =п> а" =6 
О а>0,6>0, а=1 
ЕЕ 1=3 (ложно) & 
— (-».- =3-х=> т =8-х® ати = 
—х =. 
2 
х<В х=0 ео о —ас 
: С 
(3—х)@-х)=1 3—х-3х+х? -1=0 
> > <> Е 
х<1; х=0 х<1; х=0 д. =2+ 2 
РЕ д=2-8 | 
х-4х+2=0 | 
> - > Е 
= “=0 
х< 1; х=0 . 
с ОДЗ: 3528.4 Ее входит в ОДЗ; 


5) Согласуем х и #42 


х, =0,6 е (0; 1) == 2—2 — корень уравнения 


Ответ: 2-— \/2 : 


Решите уравнения. 
1. (108, х) +5=2108, ое 


Глава ПТ. Решение уравнений у Неравь, 
те 


2. 1083 х-1510#„х+6=0 
- 3. 105,х-2108,.2=-1 


2 1 
Ответ: 1. 3; 243. 2. 9; 21.3. ть 2. 


1. Найдите ОДЗ. 
2. Перенесите в одну часть уравнения все его члены. 


3. Разложите выражение в левой части на множители (вынесите об. 
щий множитель за скобки). 


4. Приравняйте нулю каждый множительи решите полученные урав- 
а=0 
нения, используя условие а:6=0=>/Ь=0 


ОДЗ 


5. Запишите ответ. р 
ПДВ: 


Решите уравнения. 


_ 1. 085 (=-2)-108,х=21юв,(х_2) 


Решение. 
х-2>0 
1) ОДЗ: Е Е 2 108. /(х) имеет смысл, 
ВЕ (о; +) если /(х)>0 
2) 210.(х-2)-108;х-2108,(х— 2)=0 105 „ Ь = юв.Ь 


2+ АН 


$4 решение логарифмических уравнений 


пы 


3) 2105(х-2)-@0&х-1)=0 в 


ав =0-<> В. 
оДЗ 


юЕ2-2)=0 — [х-2=8 Гу 
4) 105, х=1=0 = 108, х=1<> 
х>2 х-Я хо 


Ответ: 3; 5. 


Внимание! Делить на множитель с переменной НЕЛЬЗЯ! Можно 
$ потерять корни. 


2. ЭМ. (<? -7х+10)-(0&,8х+1=0 
2 


Решение. 


10,6 имеет смысл, 


2 если а>0; а 5>0 
21 => т 
1) ОДЗ: о р 


8х>0 


хе (0; 2) (2; +5) 


Глава ПТ. Решен 


ВИННИ 


и 
имеры 3 


Решите графически уравнения. 


1. 108,(х-Ю=1-х 2. 108, (х+2)=х° 
2 
Решение. 
1. 1) Введем обозначения: 10#,/(х) имеет смыслири = 
у=ю8,(х-0 (иу=1-х (П) Но) >0 
2) ОДЗ: х>1 у=1о8›(х — 1) возрастает 
3) Функция Г возрастает, функция (а=2>1) 
П убывает. Значит, уравнение имеет у=1- х убывает 
не более одного корня. (&=—1<0) 


4) Построим графики функций Ти П на ОДЗ: х > 1 водной системе 
координат хОу (рис. 117). Е 

у=ю8,(х-1;х>1 у 

[= [15 [5 |9 | Е 

2 [8 | Таро 


5) Обнаружим общую точку графиков и опустим из нее 
куляр на ось Ох: хо 1,7. 


перпенди- 


Ответ: = 1.Т. 


у=108,(х-1) 


Глава Ш. Решение уравнений и Нераве, 
т Ст 


2. 1) Рассмотрим функции 10= , {(х) имеет смысл при 1 
у=1юв, (+2) фи у=х? (П) 2: *)> 1 
2 х+2>0%5х>-2 
2) ОДЗ: хе (-2; +0) ух; хЕВ . 
3) Функция Г убывает, функ- | У= 108 1 (+2) убывает 
ция П возрастает. Значит, урав- 1 - 


нение имеет не более одного | (0< 5 <) 
_ корня. - 
у = х3 возрастает 


— 4) Построим графики функций Ти П на ОДЗ: х>-2 водной системе 
координат (рис. 118). 
Е _ у=108, (х+2); х>-2 (1) 
2 


= 2 
у в. ) 5) Обнаружим общую точку графиков и 


опустим х: 
Рис. 118 |. _ в из нее перпендикуляр на ось (6) 
фе 95-е 


Решите графически уравнения. 
4, = р? м 


Ответ: 1. =3,2. 2. =1,3. 


\\ 


4 решение логарифмических уравнений 


Решен 
ие 
показательно- 

но-логарифмических уравнений 


Общего алгоритма решен - 
ия для приме ры 

твует, поэтом ров смешанного типа 1 

существует, У будем сводить решение этих уравнений с помо- 


остепенных я 
ЩьЮ п ее упрощений (соблюдая равносильность) к одному и 
стандарт нов решения, разобранных ранее —_ 


ВЕТ 
Примеры 


Решите уравнения. 
1. 251083" — 4. 51983**1- 125 
2. ЭМ. 105, (3*-8)=2-х 


Решение. 


1. ОДВ:х>0 105, х имеет смысл при х>0 


6? уезх > Бовзх .5_125=0 Внимание! 

В записи 5°*3**' единица 

1082х\2 1052х 

633. 285. —-125=0 не относится к логарифму 
г а") =а""; а"*" =а" ча" 

Пусть 588" = #>0*, 


тогда Ё — 201-125 =0 в +& =20 #=25 
в. =-125 +=-5 
= ЕВ БВ * = 5? 
> в н=25, ь=-5 <0 — не подходит (*) 
ее х>0 а’> 0 при любых значениях Г 
108:х=2 [х=3’=9 5” — 5" > т = п по свойству 
‚. —ь ыы ней 
х>0 х>0 степе 
106 =п=а"=6 
$ х= 9 


Ответ: 9. 


-| ее и 


| Глава 1. Решение уравнений у нера 


| а 


- ; = 108,/(х) имеет 
‚ ОДЗ: х е (10838; +9) у з емысл, 
р Ге) >20 м 
3*-8>05>3*>8% 
1053 (3х -8)=2-=х => 5х > 105.8 
—5:32-2182 08] . 37 32 = 105,6 =п => а" =Ь 
= 3—8 .3*=3*-8.3"-9=0 а>0, а*1,6>0 
Пусть 83° =Ъ #>0", В 1=9 
тогда получим уравнение в. .Ь =—9 ф==1 
Р-8+-9=0 не удовлетворяет (*) 
и ати 
:=9 (свойство степеней) 
> 3*=8°5х=2 108.9>10=,8 
2Е (10538; +00) 
Ответ: 2. 
Решите уравнения. 
2 
1. ЭМ. 15 (4х-2)=51=2—3 т 
8 2х-7 


Ответ: 1. 0,508. 2. 6. 


Порода — Ка. ел. 


Решите уравнения. 

1.ЭМ. 105,1 (х’+6х-6)? 4 

2. ЭМ. (25° -5х+2)(0в,,(18х)+1)=0 
3. ЭМ. [0&,х-1=(4-8х)ов,х—1) 


® 1 5 
Ответ: 1. —.2. -—;2.3.^. 
т; 4 6 2.3 8’ 2: : и 


№. решение логарифмических уравнений 


$ 


Решение логарифмических уравнений, 
предложенных на экзаменах (ЭМ, ЕГЭ) 


1. ЭМ. Решите уравнение 1од (2х -0-105,16=5 
1 1 я 


2 


Решение. 
1 . = 
1) 0ДЗ: хе | +) у= 108, [(х) имеет смысл, есль 
2 эх. 
2) 105, (2х—1) =08,16+5 (<) >0 
я 2 


2х-1>05х>- 

08: (2х-1)=5-—4 2 
2 102,16=—4 
2 


1051 (2х-—1) =, 
2 


1 
2х-1= - — 102.6 =п=>а" =6 
2 4 го 
РВ. а |230 И 
2 че 
3 
(0) ге 
твет, 4 


2. Решите уравнение 108 (5*-4)=1-х. 


Решение. Е. 
й в левой и правой ча- 

Используем свойство монотонности функций в м 

стях уравнения. 


1) ОДЗ: х е 10854; +50) 
2) Функция Ф(х) = 108 


у=105, 1(%) имеет смысл, 


если /(х)> 0 = 


арок 5—4>0=>5* >4>=>10854 


растает. Функция &(х)= г сы у=1085/(%) возрастает, 
мет. Значит, уравнение ре дз. еслиа> 1 (а= 5>0 


мор ЕЮрН з у=ВХ-Ь убывает, 


3 =— 
3) Испытаем целые числа на од еслиё < 0 (#=-1< 0) 


<> 10,4) 50: 


224 Глава И. Решение уравнений у Нераве,, р ‚0 
8 я 
пусть х=1 => 1085(5'=4)=1-1ы = а 
_ 531081=0— истина — я} 
Значит, Хх =1 — корень, и он единственный ия ы 
| г: 4} С 
Ответ: 1. до 
у Я) 
Замечание. Можно решить уравнение по алгоритму 68. р А с: 
1.82 
3. ЕГЭ. Укажите промежуток, которому принадлежит корень урах. Е Е 
нения 2-10&.(х+3)=108.(х+3): р ше 4 
1) (6;4) 2)(-4;-3) 3)(С3;4) 4)(4;6) № 
2. 
Решение. ;/ й 
1 ОДЗ: хе (-8; +5) у=Ю8, /(х) имеет смысл, | Е 
2) 2=108,(х+3)+105.(х+3) если /(х)>0 Е Е 
2= 2105. (х + 3) х+3>0%5х>-38 С 
10&(х+3)=1=>х+3=4' %х=1 108.6 =п>а"=Ь вет: 1. 
9 а: > > 
3)1Е (-8; +=) > 1 в (-3; 4) а>0, а*1,5>0 неа 
'Ответ: номер верного ответа: 3. водить ОДЗ, а 
‘улавляя най) 
4. ЕГЭ. Решите уравнение 108.(37-—12х)-10=,,.3=1. и 
Решение. Г В Рети 
родв: 10&,6 имеет смысл, [ РЯ. 
37 — 
— [37-12х>0 |712 й еслиа> 0,а*1,5>0 “ение 
Ра 71-2х>0 5\х<3,5%> т ПТ 
Т-2х #1 х=З х=3 о ще 
ом 
\ а ис 
=] ты 
ААА в $ ы У 
3 И т  `&<] 
р Зе. Мы 


ХЕ бо; Эа и] 
12 


решение логарифмиче 


1 г о 3 1 
3 тах | = 
2) =1083( ) *10&т-», 108 6 =—105,6 


| 081-312 е 
2 =105, а 
1-12х) == ь 
103(8 ) 8 > 1086 
1 
=1083(817 — 12х) = 2108:(1 — 2х) > —— =108:(7-2%) 
1057, 


=1083(87 — 12х) =108.(7 - 2х)? > 


по, 6 =105,6" 
©37-12х=(7- 2х) >37 -12х= : = 


108, {(х)=108, 8(х) > 


49—28 х + 45° <> 4х —-16х+12= === 
= 2 — 4 Е 8 = 
т — : а (по свойству монотонности) 
> | _ По формулам Виета 
а! 

3); 1 ж+х = 4 = х=3 

3)3 & (5%; ); Е (—0; 3) х-х, =3 а: 

Ответ: 1. 


Замечание. Если нахождение ОДЗ трудоемко, то можно не 
находить ОДЗ, а решить уравнение, затем отобрать корни проверкой, 
подставляя найденные значения х в заданное уравнение. 


ических неравенств вида 


Решение логарифм 
Тов, К) > 108.8(®) 1) 


105.((х) = т Ти 


Решение логарифмических нераве 
решению Ги П видов неравенств. ь 
При решении Ги П видов неравенств используются свойства моно- 
тонности и ОДЗ функции > 108, [(®). Напомним, что: а | 
1) функция У=108, 1(х) определена при условии Кх)>0, а > о, 
4+1. Монотонность функции 9= 10, [(х) зависит от значенияа: а> 


или 0<а<1; 
2) если а>1, то функция 9= 


нств В основном приводится к 


1(х) возрастает на ОДЗ — это зна- 
Чит, что большему логарифмУ соответствует большее Ве ая 
мируемого выражения, т. ©. если 108, 1(х)> 05.8 (х), то а р 
вели 1ой. /(х) <1ов, (<), то 1%) < 2(х) (при освобождении © 

рифма знак неравенства сохраняется); 


м Данией 


3) если 0<а<1, то функция у=Ю&, 7 
чит, что большему логарифму соответс: 
рифмируемого выражения, т.е. если 1о 
(при освобождении от знака логарифл 


Замечания 


1. т= 108. а”; а>0,а*1. 


| дали 


9. Залиш 
3, Решите 


4, ЗапиШ. 


15, Решение логарифмических неравенств 


$ 


0<а<1 
1. 108,1(х) 2108, 8(х) <> [(х) < 8(х) 


1 (х)>0 
0<а<1 
8. 105,/(х) <108,8(х) <> 1 [(х)> в(х) 
8(х)>0 


ай = 
вида 105,[(х) < = 


1. Запишите т =105, а", получите неравенство 1о&, [(х) = 108, а". 


2. Запишите условие равносильности при а>1 или О<а<1 за чертой» 


(х)> а” Ё(х) <а” _ 
3. Решите систему поравонот| ^® = или м то, или /(х)>а". 


4. Запишите ответ. 


Решение. 


10" т а 
ы нак, (5) 1080,9 Е 
. 3 ее а>1 значит, у=1ю&,/(х) 

2) ат = 4х) <, 3 


возрастает, 2 
Беаа м а иесли 105, 1(х) <105, а ы 


3) 
1-1,4х>0 1,4х <1 


Глава ПГ. Решению ЕАО Ьр 
- и Нет, 


И. <а"_ 
(6) :. и 
- д>0 — 
=<х< 
т ре 

_ Ответ: номер верного ответа: 3. 


2. ЭМ. Решите неравенство 108°»5(8х—5) > —8. 


Решение. > 
— 1 о ту" 
р -3=18, (+ =105, 64 п=105, а”; В =р” 
бы а : -\ В 
2) 105, (3х-5) >105, 64 
) г а 0.951 0<=а-1> 
Е 4 
о 2 <69 = И=10Е, /(х) убывает и 
) <> 5 <> а 
8х-5>0 х> а : я 
х)<а" 
1о х)>105 а" > 
х<23 &./(х)>10Е, и 
5 <=>—<х<23 
х>- 3 
3 
5 
Ответ: 3; 23 |. 
_ 3. ЭМ. Решите неравенство 105 ВЕНА 20: 
: * 4(1-х) 
_ Решение. 
Зх+2 105.6 имеет смысл, 
4(1-х) еслиа> 0, а=1,6>0 
1) ОДЗ: 1х>0 > Решите неравенство 
ЕЕ методом интервалов: 
ры Е ` 
г ЕТ <.3 # 
Е. >0<х<1 ЕЕ 
х>0 


$15. Решение логарифмических неравенств 
а — ... 
в. хе 
3 
ХЕ (0; 1) 
о 
2) 105, а 5. 0=10о=.1 =. 
3х+2 > Зх +2 0<4а<1=>у=10в, /(х) убывает и. 
= ы 4 я —1<0 т [(х)<а" 
41-х) <>\4@-х) > | 195, Кх)>105. а" > 
0<х<1 0<х<1 К(х)>0 
2 ь ыы метод интервалов: 
>14а-х)_ др; 
9-1 
й «РРР, ПАРА + Мм 
0 2 1х 2 1 с 
> ый т а 


3) х>1 не входит в ОДЗ 


Ответ: [о - 


Решите неравенства (1—2). 
1. 105.(2х-1<3 2. 10&,(1-2х)>0 


2 
_8)< 
3. Укажите все целые решения неравенства 108.(х’ +2х-8)<2. 


Ответ: 1. [ 14 2. (—оо; 0). 3.5; 3. 


и основания лога- 


л 
1. Приведите логарифмы к одному основанию (ес 
рифмов разные) по формулам: 


()>0 
Если 0 <а < 1, то реш 
1.108.) 105.968) 


1%) < 9%) 
_ 9 @)>0 


4. Изобразите реш 


5. Запишите отв 


{5 рено логарифмических неравен 
: ств... 


2 
|ов! (2% +х-3) >108, (3х+9 т ” 
2 3 72) о аз Е 
3) Решим систему неравенств: У=105, {( 
=105, [(х) уб 
д? +х-353х-+9 = : 
2х? +х-3>0 — 105, 1(х) 108, (х) к. - 
ь з К(х) >0 
2х2—2х-12<0 | : 2 а 
ые > 
дх-3 +5 ]>0 д. -Еа4 145 
2 4 Е. 
х?-х-6<0 В х,- 
> З > 
&-9[ #3} >0 х2-х-6=0 
(=) +2)<0 (1) о =] 
> 3 хх = —6 х=-2 
(х-0 2+5 >0 Ш 
4) Решим методом интервалов систему неравенств: 
3 
т + < + а х<- 5 
п/о” 
2 
Ответ: |-2 в (1; 3]. 
‘логарифмического 
тва, приводимого 
атному неравенству 
1, Найдите ОДЗ. : 
ю по формулам: 


вани 
2. Приведите логарифмы К одному 060 


ре ит. д. 
10 105, а 


1 
= Ь; 
105 „В= Зыья 


о, 


$15. решение логарифмических неравенств 


4) Пусть 1х =, тогда решим 
неравенство: 

в 

1-9 

ео — 
а-9>0 

21-И>0=>0<Е<1 

0<15х<1 

х>0 


151<1ех <1510 


&>3х>0 


5) 
хх х=10 ЕН 210 
1<х<10 
х>0 


хЕБ х=10 


<=>1<х<10 


Ответ: (1; 10). 


<-2 


2. ЭМ. 10=. «+ 105.“ 


Решение. 
1) 0ДЗ: х>0; х#1> 
5 хе (0; о; +59) 
2) Приведем логарифмы 
к основанию 4 
3) -ю&,4-108.х5-2 . (0 
05,4+108,х22 


— 


—220 
д 2 


108. х=Ь #20 


4—5) 11 
и 


> 
;-2>0 


233 . 


Р-#+1=0 
Р=1-4<0=>Р-1+1>0_ 
при любом & 


т - 
если г. иесли а>0, 


то Ь>0 


+(1-В> 0 решите методом 
интервалов: 


> 


и. 


у=1ех возрастает 
(а=10> 1), иесли 
| 1ех> т, то х>т>0 


105,6 имеет смысл, еслиа> 0, 
а*1,6>0 

108,6" =п108.6 

1 


’ 


—1. = 
47105. 105, а 


108. х 


105,4 


—— 


#=108.х, #*0 =108.х, #*0 


> (+_1)2 > 
<=> #21410 (#—1) ео 
ГА Гл 
= 10#,х>0 105. х>1 
105. г 05. = Г 
1>0 х>0; х=1 х>0; х= 
хе : : 
=>)х>0<>х>1 = 
ШЕЕ 


Ответ: (1; +00). 


Решите неравенство 1022. х + 
00% +=). — 


Ответ: (0; 0,1 


Решение. 


1) 0ДЗ:х>0 
2) 108: х-105,х-4108,х>0 
3) 05, х.(05,х-4)>0 


105.х>0 о 
4) > 

108, х>4 108, х<4 

107, х2108.,1 или 
=> 108, х 2105,16 

х>0 

105. х<105.1 

105, х <105,16 <> 

х>0 

р: х<1 
&®\х>16 или 4х <16 

х>0 х>0 


Ответ: (0; 1] ^[16; +5). 


Решите неравенства. 
1. 108, (3х +1).10ю5. х> 2108» 
Ответ: 1. [9; +). 2. [3; 5]. 


К 


Решите неравенство 105. х. 108 .х > 41, 
> ах 


105, х существует, если х>0 


у=05,х и у=10о8,х — : 
возрастающие функции (а>1) 


Если 0ю&,х>108,6, то х>6>0 


Если ю0&,х<108,6, то О<х<Ь 


(3х+1) 2. 1ов 5 (х-2)-1085х 521083 (х—2) 


2 ие ИЕН 


Решите неравенство 102 , 


] $5 
Решение 


19) одЗ: хе (о; 1) 


2) 108, (6*"—36*)>10= |1] о 
‚ ( )>105 , 35 


$ В 
- 6=" 62 <5 


° 8) 6**-6-6*+5>0% 


я 26”, (*) г 
=]. #207. [156250 
#-61+520 ^[@-5)4-1>0 


Решим неравенство методом ин- 
тервалов: 


о 
ооо 
о © 
265596 6 


7% 


в -86") >-2. 


| если {(х) > 0: 


То „/(х) 2105 „т, то 


у=108./(х) имеет смысл, 
6" -36* >05 
—6*" >6* | :6*56>6*=>х<1 


[$] -66и-5 


1 
0 г а 


если 0 <а<1и 


> 


'-. 
п 


0<6* <1 6* < 6° 
4) 6*> 5 <> 3| 6* > 6°=65 = 


и х<1 


х<0 
>: х>2105,5 


6>15у-= 6* возрастает. 


и если 6” < 6", тот<п 
6* > 0 при любом х 
= аа 


10555 < 1, так как 105,6 =1 | е 
Можно было упростить 


1 
основание = 52 


0 1085 1 - 105, (4) = 81065060) 


Ответ: (—°; 0] ‹По5%5; 1). 


Решите неравенства. 
1. 105. 5(4-х)>108.,2-—1085(х-1) 


2.ЭМ. 1ю= ‚ (3***-9")>-6 
® 


ЭМ х+5 


.ЭМ. >0 
105, х 
з 


Ответ: 1. (1; 21518; 4). 2. (=; 0] > [3108з2; 2). 3. (0; 1). 


й оси точки разрыва (если они 


1. Найдите ОДЗ, изобразите на числово 


х асимптоты. 
стоящих в левой и правой частях не- 
равенства (например, если #(х) = 2(х), то У= Кх) иу = 8(х))-. 


а другая убывает или сопз%, то гра- 
и. Опустите из точки пере- 


есть) и проведите через ни 


2. Постройте графики функций, 


ает, 


3. Если о ст 
на кция возра С 
ина общей точк 


фики имеют не более одной 


сечения графиков перпендикуляр на 


ром, если целое). 


4. Возьмите х, <№ и х,>х и пров 


прямые, параллельные и Оу, т 
фика. — ее: 

5. Сравните ординат! 
фиками и выберит 


6 15; Решение логарифмическ 
их неравенс 
тв... 
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точки. Найдем подбором корень х, е ( 
Е (- 


#0) =108:(0 + 2)=1;8(0)=1+0—51- нь о 


4) Пусть х; =-1 их, =1, проведем прямые х=Т их=1 


5) и ординаты точек пересечения прямой х=1 с график 
ми: ордината графика функции у =108,(2+х) больше ординаты гра. 


фика функции у =1=х, справа от Хх, =0 ты 
слва будут > № > х>0. ‚ —9, значит, решением неравен- — 


Ответ: (0; +). 
Замечание. До Е г 
д. статочно на глаз определить, какой график про- 
ходит выше, а какой ниже при одном и том же значении х, или Х,, и 
тогда второй случай при х,(х,) уже не рассматривать. 
1. ЭМ. Решите неравенство 10&,.х>-1. 


2. ЭМ. Укажите все натуральные решения неравенства 
10&, (х°-6х+8)>-1 
Е 
3х—4 
3. ЭМ. Решите неравенство 
105: х 
р: 


ь 1 
Ответ: 1. (0; 10). 2. 1;5. 3. (0; оз; =). 


:: / 


Решите неравенства. 


< 0. 


к: со 
ум ЭМ. (3х +4) 8х2‘ -1<0 2. ЭМ. 05 х 6(х—1) 


3. ЭМ. 1ю&,10Е ‹ (х* —4х+3)50 


3 1 | 
16 ОЗ 8; 2+./2 з 
Ответ: 1. Нет решения. р. (3,5; оо). 8. [2 12; г У | 4 


МЕН | 


Определение. Уравнение с одной переменной х)= Е(х) Называе. 
ся иррациональных, если хотя бы одна из функци: 1%) или 8(х) со. 
держит переменную х под знаком радикала (корня). т. 


Например: /х-3=х+ 1х2 —— 


Условия равносильности 
иррациональных уравнений = 


[д =ве_ 


Е ке Е ; _ ве 44 Е. = р 
п. У У => } 
(2) 0 у 
= — 
ш. (<) = =°(х) > 2 
1(х.) и &(х,) одного знака, х,— корень : 
а | № 
Замечание. При решении иррациональных уравнений нечетной \ 
(2Е + 1) степени ОДЗ находить не надо, но надо делать проверку всех 
наиденных корней, так как в ходе решения могла быть нарушена рав- 
носильность. ы От 
А 
Алгоритм Е ‚_ м 
| И Е. * 


Т способ 


1. Запишите условие равносильности. 


В 


$16. Иррациональные уравнения аа 


1х) = а(х) 
о. Решите систему 050 (а о а (х) — 
8(х)>0 8(х)>0 


3. Согласуите решение уравнения и неравенства на числовой оси. : 


4. Запишите ответ. 


Решение. 
2=х=х-8 1) = 8(х) 
1) }2-х=\ух=3 => $2-х>0 Пе) = (<) > [(х)>0 
х-3>0 8(х)>0 
2-х=х=3 5 х=2,5 
2)12-х>0 <>\15<2 
х-3>0 х>23 
3) 2,5 
2 3 Ра 


Ответ: нет решений. 


П способ 
1. Возведите обе части уравнен 
2. Решите уравнение без знака 


3. Сделайте проверку каждого ко 
части уравнения. Если знаки одинаковые, 


нем уравнения. 


ия \/1(х) = \/8(х) в квадрат. 


корня. 


рня или определите знаки каждой 
то число является кор- 


4. Запишите ответ. 


Глава ПТ. Решение % 


1.ЭМ. — уравнение 3х? -2х-= 
Решение. 


1 ЕВ = Дт —5х; 
(82—22)? = (4х2 5х); 
3х? — 95-942 Бх 

2) 3х? -2х-2=4х? 5х > 
= -3х+2=0 


х,=1 Хх. =2 
Проверка: 
Е — нема 


$ 16. Иррачиональные уравнения 
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Ответ: 0. 


3.ЭМ. Дана функция 1(%) = — 22 1 
.Р = 
ЕС ептите уравнение /(х)=— о 


Решение. 


те 


1) Подставим вместо 1(%<) число (=) ‚ получим уравнение 


х+2 


хх? +х-2 
2) Применим свойство пропорции: 


. 1х) = 8*(х) 
2-9 +2) ое 


а 
2 


2х2 =(-2(х+2) р 
<> 
-2(х+2)>0 :(-2) х<-2 


2 2 х2+5х+6=0 
= +15х+18=0 =| > 


х<-2 х< а 
х2+5х+6=0 
а ТЕ" х+,=—5 > х=-2 
>| х=-8 _6 2-3 
2 - 


Глава Ш. Решение уравнений и нерцз 


за в 


6 


Решите уравнения. 


1.8-85=/5+2  — 
2. у -х+8= 3х —бх+6. 


Т способ 
1. Найдите ОДЗ, учитывая, что \/1(х) имеет смысл при [(х) > 0, и ре- 
7(<)>0 
шите систему неравенств + &(х)>0 
Ф(х)>0 


2. Перенесите радикал четной степени в ту часть уравнения, где он 
будет с плюсом, а остальные члены в другую часть уравнения. 


3. Возведите в квадрат обе части уравнения, если корни квадратные, 
_ или в куб, если корни кубические. 


4. Запишите условие равносильности для уравнения 


У’) =в(2) > [ (2) ==“ (5) 
2(х)>0 


5. Решите уравнение \//(х) = 8(х). 


6. Составьте систему из ОДЗ и Условия равносильности уравнения и 
решите ее. г 


7. Запишите ответ. 


Решите уравнение +8251 3х. 


решение. 
х+3>20 х>-3 ) /1 (<) имеет смысл, ` 

1) 0ДЗ: {2х-120<>:х>0,5>х> | если [(х)>0 _ 
3=—2>0 2 ь — к. 


== 


[8 
хЕ | =; +0 

3 

2) \х+3 =12х-1+\/3х-2 


3) Возведем в квадрат обе части 
уравнения: 


2 

2 == и * 

(/х+3) -| а :, 
х+3=2х—1+3х—2+2\/2х-1-\3х- с 


х+3=5х—3+2\/2х-—1.\/3х-2;, 
6-4х=2\/2х-1-/3х-2; 


Обе части уравнения — 
положительные: 4 


У!) >0 


(а+5)' =а” енооь 


Условие равносильности: _ : 


Ро) = Нах) = 8°(х) 
3-2х = ./(2х-10(3х-2) 1(%) нео 
р ие - те 
3—2х>0 а г 
6х? —7х+2-9+12х-4х° = 8 = | 
ы о. 5+/25+56 
м5 г 
5) 22+5х-7=0 ры 
= 4 


Х=1, 7 


2. Возведите обе части уравне 


Ответ: 1. 


П способ (без нахождения ОДЗ) 


1. Приведите обе части уравнени. 
(перенесите радикалы с минус 
дут со знаком «плюс», если ^ 


3. Если вновь получится ради 
уравнения, где он будет соз 
уравнения перенесите в др 

нение. = = 
4. Возведите обе части ура 
без знака радикала. 
5. Сделайте прове 


[ 


в. ирраииональные уравнения 


№ 


хе -4)=(- 2)*(х-4) 


3)—4) Получили уравнение, не 
содержащее радикала; решим его: 


#(=-2)(х+2)-(х-2) (х-4)=0; 
(х—2)(х(х +2)-(х-2)(х-—4))=0 


а*-6? =(а+5)(а-6) — 
х(х+2)-(х-2)(х-4)= 
хх? +6х-8= = 


И УЕ 0 х=2 = 8х-8 : 
> Е 
(х+2)-(х-2)(=-4)=0 а 8х-8=0 а 
Е а вы 
Проверка: - 
х=2> В -2-2=50=0 — истина 
х=1> 1-4 1—251=—1 — ложно 
1-4 
Ответ: 2. 
Полезны й совет. Если при проверке корня Х левая и правая тая 
сти уравнения принимают противоположные знаки, то №, — посторонний 
то Хо может быть корнем уравнения. 


корень; если одинаковые знаки, 


Алгоритм 


1. Найдите ОДЗ. 
\ пределите монотонность функций вк 


ажд 


ой части уравнения на ОДЗ. 


ней 


Глава ПТ. Решение уравнений и Неравен. 
6 


об еия, стоящая в одной части уравнения, строго возраст. 
ет, а функция в другой части строго убывает (или соп8%), то ав 
нение имеет не более одного корня. Функция И = // 5) ОЗрастас 
(убывает), если /(х) возрастает (убывает). 
Если функции /(х) и 8(х) обе возрастают или обе убывают, то их 
сумма тоже будет возрастать или убывать. 
Например; у= Ух+2х; /(х)= З/х возрастает, 8(х)=2х возрастает 
| (#>0) > у=Их)+8(%) возрастает 
3. Проверьте целые значения из ОДЗ подстановкой их в уравнение; 
если целых корней нет, то решайте по алгоритмам, данным ранее. 


4. Запишите ответ. 


ВЕЕТ 


_ Примеры Решите уравнения. 
РЕ В В В В В ИВ > 5 
1. У2х-5+ух-2=7-х 
Решение. 


1) ОДЗ: х е [2,5; "|, так как 


2х-5>0 [х>2,5 \/1(х) имеет смысл 
х-2>0 <>)х>2 <2,5<х<7 при /(х)>0 
71-х>20 т 
2) Монотонность подкоренных выражений: | У=ЁХ+Ы\), 
и =2х-5 возрастает если #>0 
в бе а 
у, =х-2 возрастает В =2; Ё, =1 
у=Ех+ЬСУ), 
== ЦА +\/У› возрастает если Ё<0 
Вы 


у; =Т-х убывает 


Вывод. Значит, уравнение имеет не более одного корня. 


$16. Иррациональные уравнения. 


у 3) Испытаем целые числа из О, 71. = 1 
х ихв уравнение. ДЗ [2,5; 7]: 3; 4:5; 6;7 От = е ‚ 
\ а Е 
Ш 48-2-5425 Ве ДИ -2 
®. \, на = 3 — корень, ион единетвенный 4> — исти-_ - 2 ы 
твет: 3. о 
м 0 < 
2=2х=х+8 

ть : , 
\ м Решение. 

1) 0ДЗ: х е (-°; 1] \/1(х) имеет смысл при {(х)>0 

225205 х=1 у=Ёх+Ь(У) если #<0; =-2 

т у=#х+ЫТ), если #>0; Е=1 — 

у. =х-+3 возрастает — = 
Ш 3) Уравнение имеет не более одного корня на ОДЗ. Испытаем целые 
числа из ОДЗ (-о5; 1]: ..., —2, —1, 0, 1 (мысленно прикиньте, какое чис-_ 
ло может подойти из данных, и проверьте его). 
х=1: \2-2.1=1+3 — ложно 
х=-1: \/2-2.(-0 =-1+3<> /4= 2 — истина, значит, о аЬ — ко- - 

р" гы ион единственный .: 


Ответ: Е 


Полезный совет. Подбирайте такое число из ОДЗ, чтобы 
Этот способ применим, когда 


извлекался корень, и проверяйте его. к. 
функции под знаком радикала монотонные на ОДЗ. 


Решите уравнение /Х+5- 5-х=2 


Ответ: 4. 


р 
_ ный 


уравнения П и составьте систему 
Их) =и’ 


„ 
8(х)=0 
3. Исключите х из уравнений системы Ш. 
4. Решите полученную систему относительно и и о. 


5. Решите уравнения Ти П относительно: 


6. Сделайте проверку всех корней. = 


1. Запишите ответ. 


Решите уравнения. 


и 


2. 


1. Если в уравнении {//(х) +\/8(х) =а даны корни с разными показа. 
телями, то обозначьте \/7(х) =и (Т) и 5) 8(х) =5 (П). 


2. Возведите в степень п обе части уравнения Г и в степень т обе Части 


‚2-й степени, в правой — 3-й сте- 


А 


3) Исключим х: + Аха = 52" = 
2х =38= 53 


ЕЕ ЩЕ 


150 2 
и СИТО: Найдите положительные де- 
| =0 а =9 лители свободного члена 1 
=> ух 
3 2 3 2 (это число 1) и подставьте в 
Я, Е И 
: 1=0 уравнение и? — 2и*+1=0 


1-2+1=0 — истина, 
. значит, и=о=1 
и=о= 


и=о 
5) Та ха 
ха 


312х-3 =1 
Проверка: \2-1 = 8/43 <=> 1=1 — истина, значит, 2 — корень 


Ответ: 2. 


о 3/30—-х+3/х+5=5 


Решение. 


30-х= 
1) Пусть 3/30-х=и, /х+5=0 2) а | 


> == 
+ з 
3) Исключимх: [5+5=0_ ев | 


35 =и8 +0 


4) Решим систему: 
ифо=5 и+о=5 = а +63 =(а+6)(а*-а6+5°) 
—_ Е 
и3 +03 =35 (ии? -ио +? )=35 


=. 
и+о=5 ых ее 2 
> и -ио+и =1 


5(и? -ио+0*)=35 


(5= 5- об- += 


5) и=5-0 а =25— 100 +5? бои 4 _ 
(5—5) -06-0)+7=7 =30° —150+25_ 
иИ=5-о . 
> > 
р. 
а иЕб-ь а - й 
2 АЕ 
` [302 =165+18=0 О 
не. ре 5 Е 
те и=5-и А -. 0,0 6 =3 
22-50+6=0 
0=3 
и=2 30-х =2 30-х=8 х=22 
=3 9 х+5=3 ХОТ |1 х=22 х=3 
> > > > > 
и=3 3/30-х=3 30-х=27 та х=22 
в=2 х+5=8 х=3З 


Проверка: 

а) х, =3<> /30-3+ 3+5 =3/27+8=3+2=5; 5=5 — истина, зна- 
ЧИТ, Хо =3 — корень 

6) х=22=>30-22+3/22+5 =8+3/27 =2+3=5; 5=5 — истина, 
значит, хх =22 — корень 


Ответ: 3; 22. 


Полезный совет. При решении иррациональных уравнений 
определите по внешнему виду примера, как удобнее решать: с учетом 
условий равносильности или применяя проверку всех корней урав- 
нения. Сразу обратите внимание на монотонность функций, стоящих 
под знаком радикала, и, если есть возможность, устно подберите кор- 
ни из ОДЗ уравнения, обоснуйте свой выбор и ‘убедитесь проверкой в 
правильности найденного корня. 


в, Иррациональные уравнения 


3. 25? +125 —4х+12 =4х+8 


Решение. 


Применим введение новой переменной 


1) ОДЗ: х е В, так как 
9х? — 4х + 12 > 0 при любых х 


2) 2х? -4х+12+2х°-4х=8 | +12 
2х? —4х+12 +(2х*-—4х+12)=20 
2х? —4х+12=ь, #>0° 
2х? —4х+12=ЕР =. 
ЕЁ =20 


| 2х2 —4х+12=Ь 1200 
> <> 


Р++-20=0 


ЕЙ! 
— — 
2х? -4х+12=4 
=> 9х? —4х+12=16<> 


© 2х? -4х-4=0=> 


х—1+8 


© х?-9х-2=0%> 
Е 


Проверка: а) х, =1+ 58 


Левая часть: 


2.4423 +3) 


+48 +6+ 6 =2+4 


Уи) имеет смысл 
при [(х)>0 
Рр=16-96<0 
а>0=>прихеЕВ 
1(х)>0 


/а>0 


пе 
=> г 
+=4 


—5 — не удовлетворяет (*) 


2.а+5/3) + ва)! -4@+\18)+12 = 
5+4 +6-4-4\8 +12 = 
В+6+4=12+418 


254 


Правая часть: 41+ /3)+8 =4+4\/3+8 


Решите уравнения. 248 
1. 1 +3х =1-х 22 +0.5= т 


к Ответ: 1. 0. 2. 16. 


Природе —Ка. ремни! 
Решите уравнения. 


1. эм. \/2х°—8х+1-\/х*-8х+2 =0 2. эм. 5-х? =х-1 


№ 


2 х—4 
3.9М. (25 = 21 


Ответ: 1.-1;1.2.2.3.4. 


Алгоритм 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Запишите выражение, 
12) = [8 (42) = У, перемножьте левые и пр 


сопряженное левой части уравнения: 
авые части уравнений и 
найдите у: И=6. 


3. Составьте и решите систему уравнении 


Их) +200) =а 
7) =) =6 


4. Проверьте найденные корни по ОДЗ. 


5. Запишите ответ. 


Решите уравнение Ух+4+/х-8 =18. 


ЕТ 


1) ОДЗ: х Е [8; +0) 79) имеет смысл при 7(х)>0 

лы 

2)х 8 Пусть У +4-Мх-8=у 
Ух+4-/х-8=У (а-Б)(а+)=а?-5? 


+" Я Э-1у5х+4 -&Е8-12у 512-91 


3) Решим систему уравнений: 
- а + х—8 =12 
Мх+4-х-8=1 
2\/х+4=13 
Решим уравнение 2/х+4= 13: 
в’ 169 > 4х+16=169 <> 4х=153%х= -38- 


4) 38% [8 +) 


В 381. 
Ответ, а 


Замечание. Если сомневаетесь, что корень вами найден верно, 


проверьте его: |8 +4 9-8 ри уч 13, ы г -12; 


12= п - озна ИЕ 


(6. Иррациональные уравнения 
) 


Примеры решения 

иррациональных уравнений (ЕГЭ и ЭМ) | 

1. ЕГЭ. Укажите промежуток 
нения &— Е. 


’ 


1) (<; 1}; 2) (1; 2]; 3) (2; 5]; 4) (5: +=) 


Решение. 


1-25 -9х+5=3 5 х—3=\/242 дхьБ 


—9= 
| 3>0 Условие равносильности: 


= 
(«3 =2^-9х+5 а 
х>3 Родео 
И. О & (®=Кх) 
х?—6х+9=2х? -9х+5 - 
х>3 30 =4-0 


х>23 
ы в. о - 
х’-3х-4= - т 


4= (2; 5] 


Ответ: номер верного ответа: 3. 


2. ЕГЭ. Решите уравнение 


25- ы нло 10° <вл] 
105.10 


Решение. 
105,6 имеет смысл, 


еслиб > 0, а>0,а=1 


\/1 (<) имеет смысл при #(х)>0 


1) 0ДЗ: 
= х=1 
25-111х>0 


25 <> 10Е.10 1 2.6 
№х<12101 


1 
х>0; х=1 Е =105, а’ 
- ы = вх |1 05, 


ь =) 


Пех =1510°+1ех"; 


ух -4 =9+24х-+16х? 


8. > 
ве 
К х2 4 
“0. хх 4] =4х' +6х 
'. = 2 > 


Е 
а 


3 
аа =— 
: 4 


Ста: -х(х-4) =4х° +6х 
- 25х<4 
= К) 4 а 
х(х—4) =4х* +6х 
_. } 2 
=0; х. === 
ТЫ р 2 5 
& 
= 
> х=0 
= 0,1 250; вв. 
3 
Ответ: 0. 


Определение. Неравенства, 
ком радикала, называются ИРР 


Решение иррациональных 
сводится к решению трех тик 


. 1х) = В, где в — число 


Ш. 3/7 (х) = 499, ), $) — 


И х>4 
4-х; х<4 


5х +2х=0 
х(5х+2)=0 
= О; === 
3х? +10х=0 
х(3х+10)=0 

10 1 


х=0; Хх. Аа 


Первая система не имеет 
решений 


Решение иррациональных не 


в которых переменная стои 
ациональными. 
неравен 
ов просты 


равенств 


т под зна- 


ств с четным показателем корня 


х неравенств: 


к а обо, 969 — Функция от 


— функция отх 


Глава Ш. Решение Боже. 
- 2 в 


_ Условия равносильности 
‘иррациональных неравенств 


21 7(х) > 6. Рассмотрим случаи: 
(<) > 5" приб>0 
1 (^)>О при < 0 

7(<)>0 
> 

Их) <" 


6 не имеет решений при 6 < 0 


о 


приб> 0 


П. 4/7 (<) = 9(х). Рассмотрим случаи: 


>” >0 

= 2Е 

1) 769 >09) > 1%) >Ф—(х) 

о ф(х)<0 

т >0 
Ф(х)>0 

2) &/1(х) <%(х) > 11%) >0 
1(х) <" (х) 


8) &7(х) <Ф(х) не имеет решений, если $(х) < 0 при любом х 


ш. %7(х) = 1 6(х). Рассмотрим случаи: 
че» чуе > |690 


1(х) > Ф(х) 
7(<)>0 
2в 2 
2) 4/7 (х) < (<) > | ее 


Полезный совет. Если дан Ш тип, то ОДЗ находите по мень- 
шему члену неравенства (если %1(х) <34/6(х), то 1(х) > 0). 


Г. 


|. В равносильности за чертой для Г, П или Ш типа 
нераве римените его к данному неравенству (составьте си- 
стему неравенств по условию равносильности). 


2. Решите систему неравенств и изобразите решение на оси. 


3. Запишите ответ. 


шанса наенонаы 


Решите неравенства. 


1. /13-3х <2 2. /х?+5х-5>1 


Решение. 
у пы >0 
`` 13-854 Условие равносильности 


Ттипа: 


13—3%>0 3х <13 т : 
с. #(х)>0 
-а х>3 , 6>0 => 
41) < к 


Условие равносильности | ти. 


[1(е) >6, 6>0 = К®>ь 


пите неравенства. 


о 3 2. /3х+2<4 3. /5+х>-1 
Ответ: 1. (—ю; -7Т). 2. |- 2; =— 
3. Ух-2>х=3 


Решение. 


| х-3>0 | х>3 Условие равносильности 


х-2>(х-3)° | [х*-7х+11<0 | Птипа: 
> > 
ть а [#() > в() > 
а х>2 2(х)>0 
— < |769 >=°69 


| ее а Вх 
. (х)>0 


7+5 х'-7х+11=0 


"+ 
2 Аа х 749-44 = 
Л ———_—_—_— [= .—.— 
ы 2 2 


$ 


р 


‚| 2 
Ответ | о 


4. <? -2х-3 <\6(х+1) 


Решение. 

2—2х-3<6(х+1 _ |х-8х-9<0 
у > > 
>| х2-2х-3>0 х?-2х-3>0 


<> 3<х<9 


(х-9)(х+0<0 (1) 
> 
(х-3)(&+0>0 (№ 


О 
= Е: : х 


Ответ: [3; 9). 


Полезный совет. Если сом 
возьмите из каждого промежутка ре 
ставьте (хотя бы устно) в заданное 
числовое неравенство, то промежут 


ре неравенства. 2 
1. (Ло) <(о+=) 


Ответ: 1.[0; 10]. 2. Нет ре 


17. Решение иррациональных неравенств 


_ТШ тина: 


неваетесь в полученном ответе» то 
шения одно пробное число и под- 
неравенство. Если получите верное 


ок найден верно. 


шений. 


"Условие равносильности _ 


ОЕ =] ЕО 
Кх)<Е® о 


х?-8х-9=0 
хх, =8 х=9 
<=> ь 
хх, =-9 х-Ь 
х-2х-3=0 и 


хх, =2 х=3 : . 
е ь 
х,-х, =-8 ХЕ ое: ы 


2. 4-Х <\%-6. 


Глава 1. Решение уравнений и нерав 
г щ—щ—дщ— НСТ 


Ф(х) 
#(х)>0 


1: Нал р: решите систему неравенств 8(х)>0 


2. ф(х)>0 
2. р. шите уравнение Ме) = /а(х) = /Ф(х). 


Е 3. Отметьте: на оси Ох ОДЗ и корни (п. 2), которые входят в ОДЗ. 


=. венство будет верным, будет решением исходного неравенства. 
5. Проверьте подстановкой концы промежутка. 


6. Запишите ответ. 


Примеры 


= #%у 


Решите неравенства. 


1. /2х-3-\/х-1>/х-2 


Решение. 


ТР ОДЗ: хе [2; +) \/1(х) имеет смысл при /() > 


2) Решим уравнение: ‚8 
а -ь 
/2х-3-ух-1=\х-2 > = 2 : 
х=Е> > > 
= /2х-8=\/х-1+/х-2 0 <>3х>1>х 


х-2>0 х>а 
Возведем в квадрат обе части 
уравнения: 


2х-3=х-1+2\/х-1/х-2+х-2%5 (а+5}? 


= а? +2а6 +5? 


озьмите пробное число из каждого промежутка ОДЗ (п. 3) и под. 
вьте в исходное неравенство; тот промежуток, в котором нера. 


7. = иррациональных неравенств 


х—1-0 У = з 
„аа оо Е - в 
то (3/7 (х))* = (\/$(%))* 


=>х=Т или х=2 


4)Пустьх= -3; 3 =[2; +59), тогда \/2. з— 3-8 12 48-, 8- ь 


ложно. Значит, на промежутке (2; +0) | 


мы 2: /4-3-\2 5124, Л УА-АЬО — тии 0-0 


Ответ: 2. 


Замечание. По этому алгоритму можно решать и неравенства о 
вида \//(<) +\/2(<) = $(<). 


2. -Э+3-х > -х- 16-х 


Решение. 
х-2>0 х>2 7 () имеет смысл 
3—х20 |х<3_ |х<1 при /(<)>0 

<> <> 
1=х>0 И х>а 
6-х>0 х<б 


ОДЗ: ©, значит, неравенств 
НИИ Хх. 


ОДЗ: 
о не выполняется ни при каком  значе- _ 


Ответ: нет решений. ее 
3. 5—5 \0-х>1 ты 


Решение. 


—5>0 
1 0дЗз: е > 
,. и 
>5<х<10 


х>5 \/75) имеет смысл при [(х)>0 
5 > 
|: <10 в 


СООО 


266 Глава ШТ..Решение уравнений и „ 


ОДЗ: х е [5; 10] 
2) /х-5-\/10-х>1> 
х-5>1+\/10-=х 


Примените свойство 
Решим уравнение: 


монотонности функций: 
Ух-5 =1+/10-х (1) у=№х+Ь(Т), если #>0 


к и: 5 возрастает 


у=Ёх+Ь(1), если #<0 

7(<) возрастает и непрерывна, 
ф(х) убывает и непрерывна, 
значит, уравнение /(х) ®(х) 
имеет не более одного корня 


: и са 6, 7, 8, 9, 10 из промежутка [5; 10]: 
Ж-6: /6-5=1+/10-6> Л - 1+\/4, 1= =1+2 — ложно; 
д-9: 9-5 а 9=> 4 =1+Л, 2=2 — истина; 


% =9 — корень уравнения, и он единственный. 


4) Выберем промежуток- -решение: 


а) [5; 9]. Пусть х=8: /8—5-/Л0-8 >1, получим 3-2 


но, значит, отрезок [5; 9] не является решением; 


6) [9; 10]. Пусть х=9,5: /9,5_ 5-/10-9.551- 5 Б-/0,5>1 — ис 


тина, значит, [9; 10] — решение неравенства. 


_ Ответ: [9; 10]. 


Порой кл елшилл.! 
Решите неравенства. 
1. х<\/2-х 

2. а <8 ПИ р 
3. д +5х+4 < ББ ОВ > нЕт 


< Равенол, 


>1 — лож- 


И Шриведи 


“Бове Ду 
тв 
“ он 


а 


1-1 
> 


х+4 за 
4. |= > 
4 4 


Рассмотрим теперь ирраци с 
казателем корня. ррациональные неравенства с нечетным по: 

Корень нечетной степени существует из положительных и отрица- 
тельных чисел, поэтому знак выражения, стоящего под корнем не- 
четной еВи, не влияет на равносильность преобразований корней _ 
нечетной степени, равно как и знак числа 6. При возведении в степень 
(2+1) обеих частей неравенства отрицательное число даст тоже от- 
рицательное число. - 


1. Приведите неравенство к виду 21 1(х) = Били аъ 1(%) ее #(х). 
(22+ и решите нера- 


2. Возведите обе части неравенства в степень 
венство /(х) > 5?*" или /(х) = а(х). 


3. Проверьте корни. 


4. Запишите ответ. 


ЕСС 


Решите неравенства. 


2. х+71>421-х 


1. х-2+3<0 


Глава Ш. Решение уравнений у ера 
ен, 
6 


268 
т 
р 


1.1) /х-2+3<0%53х-2<-3 ОДЗ: р 
2) (4х2) <(-3 > х-2<-21=>х<-25 М 


3) Пусть х =-80. Убедимся, что /-82+3<0 


Ответ: (-; —25). 
2. (Чет) > (1-х) > х+1> 21-2514 хь7 
Ответ: [7; +). 


Замечание. Решение неравенств вида 2*/7(х) = 8(х) ВХОДИ 
за рамки школьного курса. 


Уравнения с параметром 


Уравнение, которое, кроме переменной, содержит известную вели: 
чину, обозначенную буквой, называется уравнением с параметром. 

Определение. Реииить уравнение с параметром — значит найти, 
при каких значениях параметра уравнение имеет корни, их количе: 
ство и при каких значениях параметра уравнение не имеет решения. 


относительно переменной, считая параметр и 


вестной величиной 


3. Исследуйте решения на ОДЗ. 


4. Сделайте анализ 
ниях параметра. 


че 
отобранных корней при всех допустимых 35а 


ь 


ь (1278 
мА 


] люли 


корень 


ели й: 
Эклий: 
Ч ли а 


корней 


Я 


18. уравнения с параметром 


ишите ответ с по - 
29 дробным пояснением реш мы 
параметра. ения относ 


И. Приведите уравнение к виду ах = ь: 


элите х=—. ся 
2. Найд = 


8: Сделайте анализ решения: 


1) если а * 0 - Ь = 0, то линейное уравнение имеет един 


корень Х=—} 
а 


2) еслиа*0,6 = 0, то уравнение а-х=0 имеет один корень Хх 
3) еслиа=0, Ь 0, то уравнение 0 + х = Ь не имеет решений; : 
4) если а = 0иб=0, то уравнение 0.х=0 имеет бесконечно м 


корней, иначе х е В. 


Примеры 
зи 


Укажите, при каких 3 
корней (1—2). 


начениях параметра а уравне 


1. ах+3=2х 2. (а*— 9)х=а^ +050 
Решение. . хе 
х.-а=6 не имеет: 


оо 32 -2)=-8 = 
Если а=2, то 0-х= _3 — не имеет корней еслиа=0, 09° 


Ответ: при а=2 уравнение не имеет корней. 


Нерав 
Не 
р ЕР К. 
2. (а*- 9)х=а та 


ООО 


Глава 11. Решение уравнений у, 


ОРрней 
еслиа=0,6=0 и, 


а*-9=0 Ра 
а’+а-6=0 


Ответ: при а=3 уравнение не имеет корней. 


3. Укажите, при каких значениях параметра а уравнение (а? — 1х - 
= 24? +а- 3 имеет бесконечно много решений. 


Решение. {40+ 
(@*—1)х=2а2+а-3 х -а=6 имеет множество }+01<0 
Ире а=-1; а=1 решений, если а=0, 5-0 -{-40+1 
| 2 3—0 2 РВ &а=1 —>а=1 _—11+24 -1+5 
а +а-—-3= РУ Е ПЕВЕ Й 
Ответ: при а=1 уравнение имеет множество корней. 
4. ЭМ. Решите ура ение =3. 
ешите уравн _ 
Решение. 
1) 0ДЗ: х=2а Дробь ы имеет смысл, если +0 
) в т а а=0 «Ще 
2 ИЕ чак 
Ги) 60 10 
5 5а бо У” 
ая = э 
< ВЕ -3х-5а р. ге в 2 
а— -2 
: =. ва тра 2 (0 
54 
Ответ: при а= 


=0 нет решений; приае (—ю; 0) чб; +5) х=5. 


$18. уравнения с параметром 


© 


5. ЭМ. Найдите все значения а, при которых ао х-й 


корнем уравнения х + 2а| - х+1-а=0. 


Решение. 


1) 0ДЗ: хе В; а ЕЁ 


замеч ание. По условию имеем дробн: | 
водится к линейному уравнению 3х—5а=0 в 


2) Подставим Х= 2 в уравнение: |2 + 2а|. 2+1-а=0 
о 3) Решим уравнение с модулем: | | ели в 
в -6, если 6<0 
а>-1 
2+2а>0 а>-1 а 
4+4а+1-а=0 За=-5 а : 
Ва и <> >> 
м —. 2+2а<0 а<—1 а<-—1 
еж —4—4а+1-а=0 Ба=-8 3 
И = 
ва 
} : Получившаяся система не имеет решений, 


является корнем исходного уравнения. 


Ответ: при а е (-5; +00) число 2 не является корнем данного УР 


нения. 


6. ЭМ. Для каждого значени 
|«-2|-1=а-8х. 


Решение. 


1) ОДЗ: хе В; ае Е 
2) «-2|-1=а-3х 


ты р 
х-2-1=а-35 4х=@+3 _ 


29 х<2 
2-х-1=а-3х 2х=а-1 


я а найдите число корней 


а, если а>0 
“> 
—а, если а<0 


следовательно, х = 2 не. 


| 


РАЕН 7 


Для каждого значения а Е (-; +00) только одно из решений х>9 
или х<2. 


1. Найдите ОДЗ для переменной и параметра. 


2. Выпишите, чему равны а, 6, с: а= ОЕ 


3. Запишите за чертой формулу дискриминанта: 


$ 2 
й р 
Р=6° - 4ас, если 6 — нечетное, или рт = я —ас, если 6 — четное 


4. Составьте О (или по формуле п. 83. 


5. Выберите один из трех случаев решения по требованию задачи: 


Т. Уравнение имеет два различных корня: 


+ 
о 


Е 
р>о0 


р Решите систему 
а=0 


П. Уравнение имеет один корень: х, = х, 


Решите систему 1) г. д 2) т 
а*0 


р 


т 


При каком наименьшем целом значении т уравнение (т ео 
-2т+Юх+т- 3 = 0 имеет два разных действительных корня? м - 


Решение. 
1) ОДЗ: хе В теЕЕ Е ах вх +с=0 
з)а=т-1,6==2(т +1) — четное 2 х 
> в: = - —ас 
р 4 |2) 
3) т ((т+1)) —(т-1(т-3)= Чтобы д: хо, Надо — 
: : р>0. к 
=т? +2т+1-=т +4т-8=6т-2 | 
: а=0 
р т? Е 
т-1#=0 нЕ 


Ответ: уравнение имеет два разных корня при наименьшем т= 9: 


Примеры решения уравнений © параметром, 
предложенных на экзаменах 


ачения а, при 


которых число ® — 2 является 


1. ЭМ. Найдите все зн 


11” Е 
= ах =0 (®. 
корнем уравнения [2-х - «= я „} 


Е: з 
Р.х в’ 
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корень уравнения Т, значит, при подст м 
лучим верное числовое равенство 


ооо 8-82 50 (п) 


ение П относительно а: 


= т.р = воз (5х + " 
т 2 2) =0 


\8-—2а имеет смысл, если 


| [4=4 > а=4 8—2а>0>а<4 
| а<4 а=0 
ь-а= Е. 
одЗ 


Ответ: при а=4 х›=2 — корень уравнения. 


2. ЭМ. Докажите, что уравнение 3* +37" =ах“ +2х? +2 имеет нечет- 
ное число корней. 


: 1119. Пр 
| Еешение. ! 


Если уравнение имеет нечетное число корней, то графики функций 


га на. ее, 4 2 
У=3* +3 * (и у=ах' +2х* +2 (П) имеют нечетное число точек пере- 
сечения. 


1) Функция у=3* +3 * четная: у(-х) = 3-* +3* = и(х) 
Функция У=ах* +2х* +2 четная: 
г сх) = а(-х)* +2(-х)*+2=ах* +252 42— и(х) 


Графики четных функций симметричны относительно оси Оу. 
2) Найдем значение (0): 


(0) =3°+3° =2 
(0) =а-0+2.0+2 =2 
_ точка (0; 2) общая и лежит на оси Оу 


3) В силу четности функций графики пересекутся п раз при ® "3 
промежутка (-о; 0) и п раз на промежутке (0; +5), т.е. 2 раза плюс 


ив" 
ЗРжаИР 


$18. уравнения.с параметром 
общая точка (0; 2), 
раз: 2в +1. 

4) Если слева и справа от 0 нет общих точек, то будет одна об 


чка, т. е. при любом зн 
точка». ачении а уравнение имеет нечетное чи 
корней. 


значит ь 
› всего графики пересекутся нечетное 


3. ЭМ. При каких значениях а урав 5 
нен 8 = 
два корня? Ур ие 108, (4" а’) +х=0 = 


: 4 +а'>0 
ВоВ Я 10&,/(х) имеет смысл, если /(х)>0 


105. (4* +а*)== 

2) 105» ( - 1юв, /(х)(Т) и 1(х)=4*+а^ (1) 
Рассмотрим функции основание логарифма (2) и основание _ 
у= 10#,(4* + а) (Т) степени (4) больше 1 : 
ни=-х (1) у=-х() (#<0) 

Решение. 


Если одна функция возрастает, а другая убывает на ОДЗ, то уравне- ь 
ние имеет не более одного корня, значит, двух корней не может быть. 
Ответ: ни при каком значении а уравнение не может иметь двух 


корней. 


4. ЕГЭ. При каких значениях а выражение 1+1 х(Зэшх+ас08х) 


не равно 0 ни при каких значениях 5: 


Решение. 


1)0ДЗ: хе В; ае В 
2) Пусть выражение равно 0. 
каких значениях а уравнение не им 


Составим уравнение и определим, при 
еет решений. = — = 


1+1 1 асозх)=0 
аа ) 1=з12х+с08' х 


1+3 зщ? хтазшхсовх =0 


эт? х+с08? х + За? х +4815 6037 =0 


2 
4ан? х+азтлсовх+с08°х=0 : с05°х#0 
4х + мех +1=0(0 


Пусть 4х =Ь хе + ЕЙ 
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4 +а1+1=0 (П) Уравнение ах? + вх +6=0 

Р=Ь?-—4ас=а?-16 не имеет решений, если < 
р<0=>а’-16<0 >. 
(а-4)(а+4) 0=>-4<а<4 


4 уравнение (1) не имеет решений, а значит, и О 
‘имеет решений, так как преобразования были равно- 


ет: при а Е (-4; 4) выражение не равно 0 ни при каких значе. 


а — 
1. ЭМ. Решите уравнение =8. 
- : а-2х 
2. ЭМ. Найдите все значения а, при которых число х= —2 является 
корнем уравнения |х-—а|-х+1-2а=0. 
Ответ: 1. При а=0 решений нет, 


3 


прид < (3850) 5(0;++х) ==. 
2. а==—. 
4 


Порода — Ка. еллллл./ 


1. При каких значениях Р уравнение р.2*+2-% 


=5 имеет един- 
ственное решение? 


2. Найдите все значения а, 
имеет ровно два корня. 


25 1 
Ответ: 1. р=0; р=-—-. 2. При 0 р. 
тве р 4 ри 9<а< 36 


при которых уравнение 108, (9* +9а*)=х 


Глава ТУ 
Решение систем уравнений 


Система линейных уравнений 


Определение 1. Системой называется совокупность нескольких 


уравнений, в которых одноименные переменные обозначают одну и 
ту же величину. ь 


Определение 2. Система двух уравнений 1-й степени с двумя нере-_ 
менными Х и У называется линейной, если она преобразована к виду 
ах +у=С не 
е +Ь.у=сС» 
где а, ›, 6, С1› — Числа 


2х-Зу=Т 


Например: | т 


Определение 3. Каждая пара значений переменных (хо; Ио), Кото- 
рая одновременно удовлетворяет обоим уравнениям системы, называ- 


ется решением системы. 


Определение 4. Система, не имеющая решений, вазываеиоя нео 
вместимой. 


Определение 5. Решить систему — это значит найти все решения 


системы или показать, что она не в - 


ы уравнений называются равносильны- 


Опре ел. те 
ение 6. Две сис м в 
&: них являются решением другой и, на- 


ми, если все решения одной из 
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оборот, все решения второй системы являются реш 
стемы. 


ением первой си. ) 


Уравне ний 


Две несовместимые системы уравнений также считаются Равно. 


сильными. 


Р: Е Е ы З ; | 
Равносильность систем помогает переходить от более сложной си. 


стемы к более простой: 11“ 


Теорема 3. Можно из одного уравнения систе 
нибудь переменную через другую и по, 
рое уравнение. Новое уравнение вмес 
ет систему, равносильную данной. 


Замечание. На указанных тео 
решения систем уравнений. 


В школьном курсе изучают системы уравнений следующих типов: 


ах+ву=с, 


1. Линейная система, например: 
. а,х+6у=с, 


х* хучу? 
|. Система уравнений 2-й степени, например: 


х-у=а 
ЖЕРИЕИ 


Ух +2х+у=12 


= |= 
ГУ. Логарифмическая система, например: | У 


1юЕ,(2х+у)=3 


Ш. Иррациональная система, например: 


к 


в : 

ма 2. Любое из уравнении системы можно заменить урав- 
нолученным в результате алгебраического сложения обоих 
системы, при этом новая система уравнений равносильна 


д “а 


ремы о равносильности систем уравнений 


„Любое из уравнений системы можно заменить равно- р 
ему уравнением, полученная при этом система равносильна уф 


мы выразить какую- (хаавыле С 
дставить это выражение во вто- #0; 
те с первым уравнением образу- 


ремах основаны разные способы 


1 система линейных уравнений 


у. Показательная система, например: 
Зх+ 4? =8 
8-2* = 42х+25 


п 
УТ. Тригонометрическая система, например: {^ +у= ая 2тп 


4е(х-у)=1 


дование решений 
системы линейных уравнений 


ах+Ьу=с, 
ах +в.у=с, 


1. Составьте отношение коэффициентов и свободных членов (а: >, бл, 
20): 


ава 
° 


› 
а. @ 


2. Найдите числовые значения отношений и сравните их. Если 


9-е 
маны. то систе 
а, Ь, с, 


ма имеет единственное решение (хо; Чо). 


3. Если м Гл = а то система не имеет решений (и решать ее не надо). 


а 0 С 
ное множество реше- 


4. Если ® -@ -@ то система имеет бесчислен 


а 0 С 


у — любое число; 
ний, система равносильна одному 


равнению (% 


9-4. 
Ь 


1 


). 


: к 
ачении т система 


с +бу=8 Ч Имеет 


при т = 4 система решений не имеет 


_ Ответ: при т = 4 нет решений. 


1. Проверьте, 


имеет ли система единственное решение: 
Е 
а, 0 с, 


2. Уравняйте модули коэффициентов при одной переменной в обоих 
уравнениях (умножьте обе 


части уравнений на их дополнительные 
множители). ы 


3. Сложите (или вычтите) уравнения почленно, чтобы осталась толь- 
ко одна переменная. > 


2 


5, Подставьте корень из п. 4 в а 
значение второй переменной 


в. Запишите ответ. 


Решение. 


1. Проверим наличие решения системы: 


Аааа, Ва аб, ава 
р ть 
м значит, нет Й 
= Е Е решений 
ТОВ а, 0 С 
Гл0Я8 Ответ: решений нет. 
, 2. Проверим наличие решения системы: а, й у 5. 
%_1_1. Бы а с, _8 Ч бе © 
а; очки ЭБбуаныый с” 6 
> -2 = ыр значит, только одно решение 
5 
Е у=3 Ея 
ай В 
2 у 


6 =-0:4 
= у=2,6-3=>у=-0, 
Бы-и=З>у= 


Ответ: (5,2; —0,4). 


7а-156 =-129 


Решите систему уравнений а ЛЬ =8. 


Ответ: (-12; 3). 


го уравнения одну переменную через другую 
р т а при переменной 


т 
О 


Решите систему уравнений 


У-2(х+у) 


Решение. 


Е -У 


6 5 


Г 


1) Приведем систему к линейной системе: 


2х х+у | |.30 


6 5 и 
> > 
у-2(х+у у-2х-2у=8(у-х) 
9 


а 
2х- 


6х—9у=0 


2) Проверим наличие решения: 


Зу=0 


Е Е = ЗЕ 0 =: единственное решение = 

ВЕ 50 - ь 
=30—= х=30-— у=12 

ие 
2(30—у)-Зу=0 `` |5у=60 — (х=18 


Ответ: (18; 12). 


1.Найдитезначенияа, при 


имеет бесчисленное множество решений. 


2. Решите систему уравнений 


Ответ: 1.а=-8. 2. (3; 3). 


3х-у-6=0 
2х-Зу+3=0 


которых система уравнений 


3х-4у=5 
бх+ау=10 


‘Система уравнений 


ах+ву+с:2=4 (№ 
ах +в у+с,2=4, (1) 
ах +в у+с2 =@а; (Ш) 


называется линейной системой с тремя переменными. 


1. Приведите каждое уравнение системы к виду ах + Бу+са=а. 
2. Решите систему уравнений Ги П, исключив Хх (способом сложе- 

ния), получите уравнение 6, и + с.2 = а. (ТУ). 
3. Решите систему уравнений Ги Ш, исключив х (способом сложе- 

ния), получите уравнение 6, у + с 2 = а (\). 
4. Решите систему уравнений ТУ и У, исключив у, и найдите 2:2=4.. 
5. Запишите систему 

ах +В у+с,2=а4, (В 
ыучсаа=а, (ТУ) 
[20 =% 


6. Подставьте 2, в уравнение ТУ или У и найдите и. 
7. Подставьте 2 и У в уравнение [ и найдите ео. 
8. Запишите ответ. 
Замечание. Метод последовательного исключения перемен- 


ной называется методом Гаусса и применим к линейным системам 
с п переменными. Порядок исключения переменной может быть 


любым, лишь бы уравнения ТУ и У содержали одни и те же пере- 


менные. 


р ве. 


$1. би 


стема линейных уравн ений 


Решите ее уравнений. 


Чачи- -22= 2 (1) 
х—9-82=-2 (1). 


Решение. 2 
1) : р р) е-и-2-т 
в УР (0 р 38=-2 9) 
3х—За= а - -8. х+22=9 (\) 
1%=а= з (а ея = > 
Пане  — 


== — 5 
-32=-652=2 т 2х-у-2=7 и=1 


Ответ: (5; 1; В 


_ Решите систему уравнений. 


Гефута=8 Е х+2у+32=9 
1. Чх-у+8а=1 2 ев 2.4 х-у+2=3 
22+Зу- не. = 2х+у-32=0 


Ответ: 1. (1; 0; 2). к „( т Е 


Ттип систем 


_ Одно уравнение 1-й степени, другое — 2-й степени 
(решается способом подстановки) 


1. Выразите одну переменную через другую из уравнения 1-й степе- 
ни. 


2. Подставьте АЗАеЯНОВ выражениев уравнение 2-й степени и приве- 
дите его к виду ах? + 6х +с=0. 


3. Решите квадратное уравнение. 


4. Подставьте корни уравнения в выражение п. 1 и найдите вторую 
переменную. 


5. Запишите ответ. 


Решите си ний 0 
сте уравне 
Е. 5х? +2у=1 


рай 


ВА 
Зее: 


е >=. = 


Ч | 
С $2. Система уравнений 2-й степени 


го а 
ео |.3 15% +4х-3=0 ах + 0х + 
3 6=0 
“ х__-ТЕУт ас 4-5: 
— 3 12 четное 
а 
| > —=8- <> ое МТ АЕ и = 
т м 
= 3 15 168 
= —= — 
5 „АТ 
Е 1 3 2-е Ч 5. 
ь РЕ - ай 15° 5 
ы © з или о 
_2 __2 
ть 19 я 


тез 


Решите систему уравнений \ Хх _2у 7 _23 


ий Ответ: (1; 2); [4 ы : 


П тип систем 


Е х-у=а 

: х+у=а (1) пам | Г. (2) 
Ху=6 ху= 

= ения 2*-02+5=0 (№ или" - 42-5=0 


1. п —- а. 
усть хиу — корни УР е Виета). 


(2) (по теореме, обратной теорем 
=Хв 22= 
=Х:, 22= 


2. К с 1; ИЛИ 21 = У» 2. =%2. 
й орни уравнения (1): 21 и или 21 = У», 22 = &. 


Корни уравнения (2): 21 


Глава ГУ. Решение систем Уравне 
ний 


_3. Запишите ответ. 
Системы этого типа можно решать 


подстановкой. 


- ив 10= го 
Са: ть 
5 у:=-10 


бита по Е 10). 


Ш тип систем 
х? 
29? =а 
м =6 


1. Поделите левые и правые части уравнений учене хи = 
ы 
ь 


ЕЕ ый Раз- 


ложите на мно 
ножители = -У=(х — у)(х =: у), вместо х + у подставьте 


число 6. 


3, решите линейную систему 


3, Запиптите ответ. 


22—13 > — — 


Решите систему уравнений | 
Е. 
Решение. 
хе 2-13 — Е 
у ни 18 _ [х=1 ху =(-Ууу=Е (У) 
х-у=1 хХ-У=1 у=6 к 
Ре ху= 13; хкУу 
Ответ: (1; 6). 


ТУ тип систем 
Оба уравнения системы 2-й степени 


Тспособ: подстановки 


истема уравнений 2-й степени 
| =3 |" =4 
у=5 у=2\/2 
и 


Г ил а - 
у=-5 у=-2\/ 


Ответ: (3; 5); (3; —5); (4; 2/2 ); (4; 28) 


{2.6 


Решите систему уравнений. 


Е х+х+у=6 
°|х-иу=-8 
х+у=10 
2. - 
ху=16 
х-иу=15 
3. у 
ху=16 


Ответ: 1. (-3; 0); (1; 4). 2. (2; 8); (8; 2). 3. (16; 1); (=1; —16). 


У тип систем 


Решение систем 2-й степени введением новой переменной 


1. Обозначьте выражение, которое повторяется в одном из уравне- 
ний, новой переменной. 
ительно новой переменной. 
жение из п. 1 и выразите одну 
дставьте полученное выраже- 


2. Решите уравнение относ 
рни ввыра 


3. Подставьте полученные ко 
а затем по 


переменную через другУЮ, 
ние во второе уравнение. 
переменной. 


4. Решите уравнение с одной 
и найдите вторую переме 


5. Подетавьте корни п. 4 ВИ. 3 а 


6. Запишите ответ. 


Решите систему уравнений У * 2 
х?+у? =20 


Решение. 


1) ОДЗ: хе (-0; 0) (0; +); у е (-00; 9) & (0; +о°) 


х 1 : 
2) Обозначим — =Ь, тогда >. = = получим уравнение: 
у 


—-6=УБ 
13 |121=> 22 -31-2=0 = о 
ее 2а : 
В =2, а 3+5 95 1 
&=—— =, Ь = =—— 
4 4 2 
3) Решим два уравнения: 
25 х=2у 
у 
У=а 
5-2 
х=2у х=2у - — 
+? =20 5? =20 Е ы = ге 
у=-2 
х=-4 
п.“ =--5у=-2х 
у 
и. =-2х р ое т 
Е 2 >. ===] наи | 
ЖИ —20 х = = 9= 


Ответ: (4; 2); (-4; —2); (2; —4); (-2; 4). 


$2. система к авнений 2-й степени | 


1. Вели > мы содержит в левой части все = _ 
пени, . ыы ь — число, то уравняйте правые части и из ур 
нения ТВ почленно не. П, чтобы ое был 0. 


ДЕНЕГ У ИНОЕ: протеин жанна 


пули тыка 


^ части уравнения Ш на У’ +0, получите уравнение: 


а 


х 
3. Введите замену 7 = и решите квадратное уравнение: 


= 


аР+ы+с=0, пусть & и  — корни 


4. Выразите х = Ув, Х = уф», подставьте в любое из ВВ а, п) и. 
найдите у. 
5. Подставьте у в выражение х=УЁ и найдите х. 


6. Запишите ответ. 


[хучу 3 
Решите систему уравнений | 2_ху+2х” =5 


Решение. 
5х —5ху+5у' =15 


Е 


1 ка. 
› уе -ху+2яй=5 |"С® пор _аху+ву? =0 |129) 


к х СЕ 
2) (2) 2 ВР 2:-8-0 < 
х?-хку+у* =3 


х=2у х=2у 
| (< -хучу“=3 [4-2 чу’ =3 


Г х=-4у х=-—4у 
х*-ху+у?=3 | [(-4у)* +4 чу’ =3 
<> <> 


Глава ГУ. Решение систем Рав 
Нез 


7 | ё р 
х 
=— 
у 
| 
| 
| 
| 


а 4 
А _ 
- у 


(4+ 4+ у?-3 


{2 система уравнений 2-й степени 


н 
етиповые системы уравнений 


Не 
НЫЕ 


ВЕЗЕАЕЕТЕЕТЕТ ОКНА 
Решите систему уравнений. 

2х-2у=3Зху 
. ыы +4? 62? 


Решение. 
2х-2у=Зху (0 Возведите в квадрат обе части 
4х? +4? =5х°у? (Ш) уравнения Г: 


(а-5)? =а* -2а6 +9 


4х? —8ху +4? = 9х?" 
4х? +4? =5 ху? 


—8ху=4х? у” — 8ху = 4х'у 
2х_2у=Зхиу Ча?у" + 8ху = 4) о 
> 
Е +2)=0 
х=0 
з Ры 0 ь 
ху= = Е” 
2х-2у=0 я у 
> > >Я а > 
2х-2у=3 —— ху=-2 | : 
Е -2и=- ь (у-Зу=-2 
2х-2у=-6 Е . 
х=у-3 у?-3у+2=0 
о или а = р > и +, =3 р 
ыы о у=1 у: =2 У=1 


Ответ: (0; 0); (1; 2); С2; 1 


о банный 


Глава ТУ. Решение систем Уравне 
ний 


} 296 
} Е 
2. ху -х=9 
ху хи =-18 
Решение. ь 
Поделите почленно левые 
2 2 в : 
ыы =х=9 |2 -0=9 „| иправые части уравнений: 
< А ЕЕВЬ ЕВ ее ; 
ху-ху =-18  [хуа-у)=-18 ху) _—18__ : - 
Е - у=2 х(у?-1 =: 9 Ру 
=: а > : е: : 
Е. х(у’ —1)=9 из 


- Е (3; 2). 


Полезный совет. Упростите уравнение, затем выберите тип Га 


системы и решайте по алгоритму (если возможно). - Нос 
5 зов 
м 22 
Е 209 х: 
Решите систему уравнений. : е ни | 
з Е 5 Е 5 . 

ху=6 х-2ху+у=-2 Зху+ Ту =1 едем В] 

1 = 
ам 

4-3 = 
у 

) ь 
4 
3 
м 

1. Запишите за чертой условие равносильности уравнений и решите 

систему неравенств. т, 


‚ № 


Я 


$ 3. система иррациональных уравнений 


2. Возведите в квадрат обе части иррационального УР 
авнения 
3. Решите систему и найдите (х.; и). 
‚ Уо 


4. Согласуйте решения с условие 
мп. 1 
* ий). (или сделайте проверк 


5. Запишите ответ. 


ен иены 


РЕ 


[ 1. ЭМ. Решите систему уравнений и 


= =у+2 =2у— 2 


} За № 
“в 


Но 
) Решение. 
1) Условие равносильности: - . 
х+у-1>0 х>1-у у>1 - х>1-у - 
+ ы- 
х—у+2>0<>1х>у-2<=>1 1 х>у-а 
2у-2>0 у>1 ВЕ 2х>-1 
; у 2) Возведем в квадрат обе части уравнений и вычтем почленно: 
_ [х+у-1=1 Е 2и-3=1-4у'+8-4 = 
1 х_у+2-4(у-1* |4’ -6,-0 | 4у?-бу=0Ф2у- 3-0 — 
и 2у-3=1-4(и-1* у=0; О&[1; +59) 
3 33 - 
ри" х+у=2 У=5 У У а в аа — 
ий я Же - — З ыы 1 -. а“ 
р 2 [55-2 #75 Е 
и 2 аа 35 


7 :з. 
7’ твет: (2 ве. 
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Найдите отношение ^^. 
У 


Решение. 
1) ОДЗ: хо е (=; 2] 
фе [0; 2] 
у=\а-х У =2-х 
2) > 
(8) 53 
х<3; х<2 (ОДЗ) 
+1 +х-2=0 
уи-х+3-38=0 
У +у-2=0 


У+у-2=0 
х= 
ыы 
0<у<2 
У=1 
х=1 
х<2 
0<у<2 


%=1 
И =1 
4) хи =1 


Ответ; ве и 
% 


Замеч 
ание. Если решаете систему, не находя. ее или условие 


2. ЕГЭ. Пусть (хо; /о) — решение системы | 


у+|х-3|= 


Глава У: Решений те | 
-М. УРавнь 
Ни 


уи= зе 


у+ а эр 8. 


\/Ё(«). имеет смысл, . 
если { (&)> > 0, значит, ь 5 
= 72) — 


у=\/1(%) >20>у>0 — 


х-3 при х>3 


&-3]=3(не может быть по 0ДЗ) 
8-— =. 
У+у-2= 0. 


| Е, = у=—2 
=> ‹ 
и ==2 ^ => - 


ия=-—2, так каку> 0 


ав 
равносильности, то надо проверить все е пары решений. 


мторит 


| айдите 0) 
жения). 


1 ивободит 


ЕГЭ. Пусть (х0; Ио) — решение системы | [8-16 


3х-у=1 ме - 


разность Х-\. 


Ответ: Х,-—У =-1. 


Алгоритм 


1. Найдите ОДЗ (решите систему неравенств из ОДЗ каждого выра- 
жения). 
2. Освободитесь от знака логарифма по свойству 


1ов, /(х)=10,8(х)> Е(х)=8(х)>0 


монотонности: 


3. Решите систему уравнений (без знака логарифма). 


4. Согласуйте решения с ОДЗ (или сделайте проверку без ОДЗ). 


5. Запишите ответ. 


‚ [#-у=1 
1. ЭМ. Решите систему уравнений не (х+у)=3 


Решение. 


Е 

108, (2х+и)=3 
ЕЕ 
3х1 = 


> 


Мау 
1 


мы показательны 

4. Сиете. х и логарифми 

у ческих уравнений 
ений 


решение. 
х— х ь (6) 3: 
ив 2 Г. 7 и д . 
ом |= о 
ж+у=12 у=12-х? у=12—х? ея ==. х>0 ил 


1056 =п>а"=Ь 


= <> <> = п а” 
фе. ыы 
х=У а” т - 
=-4 х=3 —-=— возможно 
=> или ЩЕ ь 
у=-4 У=3 только при условии т 


Решения входят в ОДЗ 
тогда т =п или 


а" =а >= 
х2+х-12=0. 


ЖЕ =-1 и — 

«= - 

деж =-12. 5 =8 

Ответ: (-4; —4); (3; 3). 


108, х=2 
4. ЭМ. Решите систему уравнений хи 100 


Решение. ОДЗ: 
= и? 105,6 имеет смысл, — 
ыы Я х=Уу а 
м > пши о ‘еслиб > 0, а> 0, а=1 
де 100 |х*'=100 (И) = у>0. 
х=У — ты > и 
> 2 ву =]510 х>0 
у \? 102 у —10 12у 5 
рее у=10 (а")' = (а")" 
е ХЕ 100 00 =10 
х=у' — =10 > — Прологарифмируйте 
> Г > Пву=1 > р >. у=0,1 | по основанию 10: 
КУ | -т  [9=0 || «=00 ие’ -10 
12а" =п5а 


Решения входят в ОДЗ 
Ответ: (100; 10); (0,01; 0,1). 


Профрь сабы 


Решите систему уравнений. 


у-х=Т 

‚. 3=.324-5=927 
у-2х=2 
1ю8,(у-х)=108,(х+2) - 


Ответ: 1. (-3; 4). 


1. Найдите ОДЗ. 


2. Выразите один угол через р 13 уравнения, содержащего толь- 
ко углы. Если оба уравнения р тригонометричеекие функ- 


ции, то перейдите к п.3. а 


3. Решите каждое уравнение сис 
(углов). — 


4. а. и из. 


1. ЭМ. Дана функция /(х) =2зщ2 х— Зах. а 8 решения 


1(х)=0 
системы п , = 
1 р. = 0, такие, что 05555. 


Решение. 


п 
Вместо х подставьте и в уравнение 


эзш?х— Ззшх=0 


даши ,) ФВв[-и)-07 ОДЗ: по условию 05х55 
Е 
зтх(@зтх-\)=0 ыа[ -в-сов 
<> —> 2 
2соз? у-`/8 созу=0 
#5 зтх(2втх-\/3)=0 5-0 — 
> аб = г 
созу(сози—/3)=0 : = 
оДЗ 
зшх=0 х=0 
Е] г" 2соз? у— МЗ созу = созу(2<ову- 13) 
зшх=—- 3 
<> Е. > а эзшх- 8 =0%>зшх=-— 
ры 
5 ув Е 
: [[:-л 
х=0 388. 
Вх о 
5 У 
> или 
&=® п 
х=- 
д 3 х < упо условию 
Ё "6 = 
6 


вляетс 


Е, 


Решите систему уравнений За еовх = Зу+сову 
8х = у= 6 
Ответ: (3; 3). 


1. Решите каждое уравнение относительно у. 
2. Постройте график каждой функции у=1 (>). 


3. Найдите координаты всех точек пересечения графиков (опустите 
перпендикуляры на оси Ох и Оу източек пересечения). 


4. Запишите ответ. 


Замечание. Графически обычно решают системы, которые 
нельзя решить элементарным путем, но графически можно решать и 
все остальные системы. Недостаток этого способа заключается в том, 
что часто ответы получаются в приближенных числах. 


Решите систему уравнений. 


1 х-у-3=0 
`[2х-у=0 
2. 2" -у+1=0 
Хху=2 
Решение. й 
= ола 

2 -3=0 > мы: 

1.1) ы у=2х — прямая через 0(0; 0) 
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2) Построим графики (рис. 120). <. х. 
у=х?-3: (0; -3) — вершина параболы 
у=2х: (2; 4) и (0; 0) — две точки 


3) Общие точки А и В: А(3; 6); В(-1; —2) 
НЕХ Е ==1 
У =6 [у =-2 


Ответ: (3; 6); (-1; —2). 


— ох : Рис. 120 
2" —+1=0 у=2" +1 ОДЗ: х=0 
2. 1) > 2 у> Е так как 
ху=а у=— - 
х 27 >0 


2) Построим графики (рис. 121). 


Рис. 121 
Ответ: (= 0,7; = 2,8). 


Замечание. Можно пост 
сдвиг оси Ох на 1 вниз. 


роить график функции и = 2” и сделать 


$5. Системы тригонометриче 
ских уравнений 
ений 


о. 


Рептите графически систему уравн ъ 
ений. 


2х+у=1 

ув = 2 

.. ы | Е И) 
у=2” 


Ответ: 1. (1; —1). 2. (3; 1). 


Решите систему уравнений. 


1. Эм. — Е 
88 105, (2х+у)=3 


Ответ: 1. (0,4; 0,6). 2. (5; —2). 3. (-2; 0). 


Помиродуие — ео. решило! 


х-у=108, = 
1. ЭМ. Решите систему уравнений РИ 


=у’-6 


5 — 
Е - не _8 
2. ЭМ. Решите систему уравнений || \% 2 
х+у+ху=9 


| му уравнений 
3. ЭМ. Решите систему УР | ов, х+108.И=-8 


— 2 _ 
у-1= 4х 12х+9 дай. 


темы 
решение сис а 8 


4. ЕГЭ. Пусть (хо; Ио) — 
дите сумму хо + Ио: 

р а 1) (35) 

Ответ: 1. (-2; —=2); (3; 3). 2. | т , ). . 16° 4 24-16 . 


4. += Т- 


а, 6, с — длины сто- 
рон треугольника 

© — величина угла 
.А (рис. 1) 

Составим отноше- 
ния сторон о 

га, а 
ка АВС: —, -, —, —, 
се в а 

2-Е 
—, -. Получим шесть 
а 6 
чисел, значения кото- 


рых зависят от величины угла © и имеют соответствующие названия: 
Эш ©, с08 0, $5 ©, С ©, 


Определение 1. Синусом угла ав 
зывается число, равное отношению 


к длине гипотенузы: 


: а 
$11 © =— — число; 
с 


А ТАВИУ 


ТРИГОНОМЕТРИЯ 


Тригонометрические функции 
_ Определение синуса, косинуса и тангенса 


в прямоугольном треугольнике 


_ Рассмотрим прямоугольный треугольник АВС: 


противолежащий 


катет, прилежащий 


созес @ и зес с. 
прямоугольном треугольнике на- 
длины противолежащего катета 


а<с> зта<1 


гипотенуза 
6 


ь А 


углу А 


$. тригонометрические функции 


поииелиеииииинмяириваличиооретх 
оттеснить 


вается число, равное 
назы отношению длины прилежащего 1 катет 
‹ длине гипотенузы: : 


ь ь 
о — число; Б<с => е084<1 


новини 


Например: с0$ &= 0,3; сова - сова = -0, 5126 


Определение 3. Тангенсом угла ов прямоугольном. треугольнике | 
называется число, равное отношению длины противолежащего катета_ 


к длине прилежащего катета: : 


а т р г 
4а= ть += 0, — любое положительное число (Е) 


Например: 4 а=2; шо 45 и = 0,3146; + ка 


0$ ©, $5 ©. Остальные : 


аа 0 
обратные числам -- р 


В школьном курсе обычно изучают э1 ©, 


три отношения длин сторон есть числа, 


реже. Дадим их определения. _ 


И рассматриваются 
1 
ло (В* » ева=—— [1 


й в а= ы © 9 — любое положительное чие ‘ча . 
а 


>2 совеса=——— 


; с>а=> с08ес 4 - 
ше 1; эта . 


с 
созес о=— чиело боль 
а 


еее“ число больше С >65 => ес 9>1; ее м=— 
ь 


= 65; _вовве = . 
Например: св а=3; о: а ‚а 


х 


603ес а = еса=-5_ х ь ВА 


—_; зеса= 2,5; 8 


2 
Е 
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Решение прямоугольного треугольника _ 


Для решения прямоугольного треугольника (нахождения всех 
сторон и двух | тлов) достаточно знать два элемента треугольника 
(2С=90°. всегда а либо две стороны, либо сторону и угол. 


Т случай. Даны } а стороны. 


(©) Найдите по теореме Пифагора или следотьйю из нее третью сторону: 
а? +6, Б= Мс? -а а - с? —5? 


2 2& ей 
<) Составьте для нахождения угла 0 одно из отношении: чо 


: ь 
—=Эт 0 или —=с034 (то, которое легче вычислить) — и по 
с с 


таблице В. м. Брадиса или с помощью калькулятора найдите 
угол. а. : 


(8) иене ‘угол В по формуле В =90°—в. 
(4) Запишите ответ. 


П случай. Даны сторона и угол. 
(1) Составьте отношения, содержащие данную и искомую стороны 


че Ь а 
и данный угол: р = 0; — = с0$ 0; $ = а. 
с 


(2) Найдите нужную сторону: а=с` т 0; 6 =с- 6080; а=6 408 с= я 
эп 


ЕС (гипотенузу находите делением!). 
05 


(8) Вычислите угол В по формуле В=90°— а, 
Запишите ответ. 


$ 


метру 


1. Тригонометрические функции 


— Примеры 


Ё Дано: ДАВС, иС= 90°, а=10 м, 


(= 35° (рис. 2). 
Найти: си В. 


Решение. 
10 ее 
Е а аы 
шо 91035° 0,5736 с 1 
2) В=90= 35°=55° эт 35° = 0,5136 


Ответ: с = 11,4 м, В=55°. 
2. Дано: ДАВС, СС =90°, с = 6 м, а = 60° (рис, 2). 
Найти: а и В. 
Решение. Е : 
П а=с- эща - 6-60’ -6- 28-88 о 
2) В= 90° — 60° = 30° 

Ответ: а=3\ м, В = 30°. 
3. Дано: ДАВС, С =90°, а, В (рис. 2). 
Найти: с, 0%, В. 
Решение. 


Пе=\а2 + 


2) — 42 а, а — по таблице В. М. Брадиса 


3) В=90°—@ 
лементов треугольника лучше 
решении. 


ии э 


е. При нахожден 
а не найденные при 


чины, 


Замечани 
использовать заданные вели 


Р-Н 


Проф сабы! 


Глава Г. Тригоно, метр 
‚Я, 


В прямоугольном треугольнике ИБО с равна 15 ми Угол В 


равен 75°. Найдите катеты и угол ©. 
Ответ: а=3,9 м, 6=14,5 м, @= 15°. 


Изображение углов поворота 


Зо: ьмем ‘окружность радиуса В с цен- 
тр м в начале координат. Центральный угол 
РОМ (рис. 3) олучен поворотом радиуса 
'ОР‚ относительно точки О. Сторону ОР% на 
оси Ох примем за начальную сторону угла. 
Конец радиуса — точка М изображает на 
окружности угол поворота точки Ру относи- 
тельно точки О. Каждому центральному 
углу РоОМ соответствует на окружности 
единственная точка М. 
Направление поворота против часовой 
стрелки примем за положительное (*^), 


и чисел на окружности 


Рис. 3 


а направление поворота по часовой стрелке — за отрицательное (/\) 


(рис. 3). 


Величина угла поворота с не зависит от длины В, поэтому удобно 
рассматривать центральные углы как углы поворота точки Ру на 
окружности с Е = 1. Окружность с В = 1 называют единичной. 


Рассмотрим в системе координат хОу единичную окружность 
(рис. 4). Проведем числовую ось, сонаправленную с осью Оу, через 
точку Р(1;0) и выберем на этой оси единицу длины, равную радиусу 


(В=Ъ: 


тив часовой стрелки, отриц 
ное — по часовой стрелке (см. 


Тогда точки оси с о 


п = 
2,4 и -,- . 
2 ть 2, Аа 


рейдут в точки окружности М, Гр 

Мъ, М, М.,Мь М, ... о = 
Таким образом, все точки оси с их 

координатами (числами) перейдут 


ждую точку окружности попадет 
множество чисел оси, отличающихся 
друг от друга на п полных поворотов. | 


Получим окружность, на которой 


можно изобразить точкой любое ей - 
ствительное число. 
Пусть центральный угол Р‚ОМ опирается на дугу РоМ, длина ко- 
торой равна В = 1 (рис. 5). Примем этот угол за единицу Бе 
углов и назовем его радианом. 


в точки окружности, причем в ка-. 


ии 


а сивкя 


ЕАМ 


Полезно знать основные «вехи», т.е. ч 
о т.е. числа нае - ЕЕ: 
ности» чтобы ориентироваться в изображении др диничной окруж- 
ги _ 
; Замечание. Наименование «радиан» п угих чисел. _ 
| кают, если эти числа не связаны с гра ы д в ри записи чисел 
] `радусами равене 
ывод. 1. Углы пов : твом. = - 
В зы орота измеряются радианами — действитель- . 
ными числами, поэтому мы может говорить об углах как о числах 
„ изображать их на окружности точками, соответствующими этим 
| числам. ее : 
ь 2. Каждому действительному числу соответствует единственная 
точка окружности; обратное утверждение неверно — в каждую точ-- 
окружности попадает м 
ку окру ад множество чисел, отличающихся на целое 


число полных поворотов. 


(1) Изобразитеединичную окружность в системе координат хОу (В=0 
— точки, изображающие числа 


и нанесите на ней «вехи» (рис. 8) 
0; = +1,57; Ел= 48,14; ол 4,71; 2п=6,28. | 


сла о, меньше эп = 6,28, то изобразите его 


в соответствующей четверти. 
им точкой РБ в ТУ четверти, так как 
ПГ четверти, так как 


@ Если модуль данного чи 
(приблизительно) точкой Ра 
Например: а) число 5 изобраз 

4,11<5<6,28; 6) чиело _9 изобразим точкой Рав 

-3,14<—2 < 1,51. 

о числа 9 больше 2” = 6,28, то: 

— число полных поворотов, разделив 9 на 2т; 

ея=2л' п + ь где |{|<27; 

ния она 27: #= а—2тп (пЕ 7); 

сти (п. 2) точкой Р;; пн — ЭТО 

угла поворота точки Рь(1; 0) 


(6) Если модуль данног 
1) найдите и (пе #7) 


2) запишите о. в вид 
{ — остаток от деле 


+ на окружно 
е числа © или 
ичной окруж 


3) найдите число 
4) изобразите число 
и будет изображени 
на 0, радиан на един 


ности. 


= 


а= т. .3+ Е. 
— 9 =21- —6,28-3= 6 
_ т.е. #=2,16. т 
Число а = 21 изобразит- 
_ ся точкой Р_ 162.3 
во П четверти. 
(1,57 < 2,16 < 3,14) 


(рис. 8) в 
3.0 г. > 21 


р 9, 


2)п= 7,51: п = м 


1 о |517 
..) и запишем ©. 2 
г=—=17 

п=-17: 6,28 
пы Ре 

© = 2т. (-2) +1 
И — 6,28 - (-2) = 


| =-=17+12,56 =-4,44, 


т.е. #=—-4,44 


| Число © = -17 изобразится 


точкой Р ЕН 
во П четверти 
(-4,71 <-4,44 <-3,14) 


` (рис. 8) — 


Ноприх 

п=Я: 27 О 
0 = 2 п + 

ф=9- 2лп А е= 

аще 

Ни 

к 


В какой четверти лежит то 
р чка Р_зо на единичной окружности 
Ответ: Р_зо лежит в Т четверти. 


Формулы перевода градусной меры угла 
в радианную и наоборот 


ы Внимание! 
74 180% 1#180° 
п=3,14 

ад =180° 


Например: убедимся, что: а) 120° = ет рад; 6) ы рад = 67°30'. 


п:120° _ 2п 2п по 


а) Е т Е рад => 120° = к рад ра т 
ое оО о 
п. 8 Прад. 


Значения некоторых углов в радианах легко запомнить. 


Например: найдем в радианах 30°: 


п:30°_п 
9“ =80° 6 


ИЯ 
о о Е ад 
15 =30°: а 2 


п:3 
о—Ч 80» а =— рад 
= $52 12 рад = 4 Ор 


ИЯ 
ое рад 


п п 
в °-30°-3==рад`8= Рад 
0°=45°-2= "рад рад, или 90 6 2 


Глава 1. Тригоно 


318 Ме триз 


Полезно записать эти данные в таблицу и Биты 


Градусы оз | 30° | 45° | 60° 


в Е. 


п 
Радианы 0 6 


Определение тригонометрических функций углов 


Углы поворота на единичной окруж- 
ности изображаются точками. Каждая 
точка в системе координат имеет абсциссу 
и ординату, которые и приняты за косинус 
и синус угла‘ :© (рис. 9). 

Определение ' 1. Синусом угла 0, называ- 


ется (число) ордината точки Р,, получен- 
ной поворотом точки ьа; 0) вокруг нача- 
: ла координат на ‘угол о: 
‚2 Я Ур = Это, ЧЕВ Рис. 9 
$ ов 2. Косинусом угла © называется (число) абсцисса 
точкиР,, полученной поворотом. точки В (1;0) вокруг начала коорди- 
нат на угол 0: 


Хр =6030, (ЕВ 
с (2 
Определение 3. Тангенсом угла © называется число, равное отно- 


шению ординаты точки Р, к ее абсциосе или отношению синуса Ета 
© к косинусу этого же угла: ы 


311 0, 


_ УР, ыы 
в или $8 9 = 


ые соза’ 


причем хр #0 = оо +тй, ЕЙ 


Ра 


= с #5 0, или ско = 208% 
Ур, эта’ И *О> ил, КЕЙ 


Если каждому действительному числу х поставить в и 


число э1 х или с05 х, то на множестве действительных чисел зададим 


функции у= эшх и у=со5х. Аналогично У=45 х, если х= о, 
КЕЙ, иу=св х, если х= ЛЕ, ВЕЙ. 


Функции у = эт х, у= 0$ х, у=%5 х, у= с х, у=зесхиу = созес х 
называются тригонометрическими. 


1 
— = зес а, или зее о = 
Хр с08 0 


[3 


(секанс), Хр, =0 


1 
— = созес 0, или созес &= 
Ур 


а 


- (косеканс), Ур, * 0 
Внимание! Функции у = 1 х, у = ©08 х, у = 8 х, У=С х, 
У = зес х и у = созес х есть функции числа х. 


Изображение значений синуса, косинуса и тангенса 


гла ©: эп © = Ур, (ордината точки В.) — 


Из определения синуса У 
ложены в промежутке [-; 1 


следует, что значения синусов распо 


на оси Оу (рис. 10, а)- 

Из определения косинуса угла ©: 
следует, что значения косинусов раеполо 
на оси Ох (рис. 10, 0). 

Значения 18 9 изоб 
МоЙ, сонаправленной 
81:0), - со < и< +9 (рис. 11, а). 


с05%=Хр, (абсцисса точки Р)= 


жены в промежутке [-1; 1] 


ражаются точкой на оси тангенсов — пря- 


с осью буи проходящей через точку 


ия с$5 0 изображаются точкой на оси котангенсов — 
т сонаправленной с осью Ох. и проходящей через точку 


_Р(0;1), — со < 48 и < +<° (рис. 11, 0). 


Замечание. Интересно, что значения зес ©, и созес © находят- 
ся соответственно на осях Ох и Оу, вне окружности, их значения по 


модулю больше или равны 1 (рис. 12). 


ось $5 


отв 


6) 


те Рещение, 


Правая час 


ось с; 0, 


Рис. 11 _ 


е “м, р 


СЛЕ, ЕЙ 


321. 


Запомните! 

1531051 и -1<се0ва<Ъ о 
599 << +50, =со < с < +00. 

Наибольшее значение эта и 
соз© равно +1, наименьшее равно. 
—1; $5 4 и сё5 © не имеют ни наиболь- - 
шего, ни наименьшего значений на — 


их области определения. 
созес © 


О ЛЁ, ВЕ Я -— для созес © 


ато ть ЕЕ — для зес © 


Рис. 12 


Решение. 


1 
Правая часть уравнения т Е >1 Е 7 > о} 


Левая часть уравнения [511 д| < 1. Значит, уравнение решений 
не имеет. 
Ответ: нет решений. 


х 
2. ЭМ. Решите неравенство созх > 1+2”. 


Решение. 


Наибольшее значение косинуса равно 
1, что невозможно. 


1, но 2" > 0 при любом зна- 


Поэтому неравенство 
чении х, а значит, со8х> 


не имеет решений. 

Ответ: решений нет. 

Значения тригонометрических Фф 
в таблицу. 


ункций некоторых углов запишем 


рен, 


раежит ВО | 


_ Определение знаков синуса, косинуса и тангенса й КИВИ 
> - (едвателы 
По определению синуса, косинуса и тангенса угла (числа) @ их 
знаки есть знаки абсциссы и ординаты точки Р, либо знак их отно- 
- шения. Поэтому, для того чтобы определить знаки зи ©, соз © и #8 о, Ч 
р рстаточно определить знаки чисел Хр, И Ур. 


_ Удобно иметь схему знаков функций на окружности (рис. 13), для Г. помо 
этого условно обозначим: ии 
а 
Ур, = 511 0 через $ (Ур, >0 вТиП четвертях); у 
: ь. и 
т \ 
хр, =©05 @ через с (хр >0 вТи ГУ четвертях); а 
р х 
у Ур м 
а = #5 0 через | —“ И 
ХР, ХР, а" 


Знаки {5 @ и сё; © совпадают. 


Уна 


Примеры 
РЕ 


1. Определите знаки тригонометрических функций числа $5: 


Решение. 
Точка Р› лежит во П четверти, значит, 28 
8’ 575579 
хр <Оиур: 
ур, >0, ХР, Ур: Хр, <0, азначит, аб 


И. т и т 
1—п>0, соз—п<0, 145— ее 
ТВ 8 Е а с45 < 0 во П четверти 


2. Сравните числа э11 3 и соз 4. 


Решение. 
Р;, лежит во П четверти, значит, з11 3 > 0; п. 
—<3<п 
Р, лежит в Ш четверти, значит, соз 4<0. 
Сле льно, эп 3 > с03 4. 3 
довательно, 51 со п<4< ол 


Четность, нечетность тригонометрических функций 


С помощью свойств четности, нечетности тригонометрические 
функции отрицательных углов можно приводить у функциям поло- 
жительных углов. Все тригонометрические функции имеют симме- 
тричную область определения относительно 0, поэтому при определе- 
нии их четности, нечетности следим только за изменением знака 


в зависимости от знака «©. 


1 (0) = — 1 

8 (-0) === а 

сё (—0) = -с$5 9 
созес (— 0) = -совес © 


00$ (00 = 698% | четные 
нечетные зес (-0) = ес 


Замечание. По свойству четности, НО 
углом о, у четных функций можно опускать, а у не 
выносить за знак функции. 


Например: 


1 
1) эт (-=- вт : > 


2) соз (-п) =созл=-1 


3) шш[а- м [7-с) 45 (-9) = а 


Приб? 
3 
4) сё= (—60°) = -с{= 60° = 38 _ св (=0) =-с а 


эт (-0) ==зта. 


со$ (—-0,) = с03 © 


Внимание! -со$ (-0) # с03 0, а —с03 (—-0) =—с08 © (знак у коси- 
нуса можно опустить только перед углом). 


Дрятригоно! 
Шен-2лИ) = 54 
Е 
Чин) = 
ш (—0). дя — 
Упростите выражение (1+4 (-0.))(1 — сё= (—0))- ЗЕ Я 
соз (-0,) 
Решение. г 
О а+& Са) -св (са) = 1-4 о ачев о) = 48 (-9) == 
=1- ас а-1= в а+ета сёв (-9) =-св о ны, 
$8 ас а=1 
э1ш (-0,) 
2) = =(а 
соз(-а) (Са) 2 у о 
3) = 0+ 645 9— : оса +48 = СЕ 0, “а 
Ответ: св ©. о. . 


[ВВ 


Упростите. 
1. яп (-2х)- с0$ (-2х) +45 (-х) - сё (-х)—1 


сы) 


Ответ: 1. -зш 2х -соз2х. 2. д. 
2 


Периодичность тригонометрических функций 


По определению периодичности функции [(х) 
1х +Т) =ИКх), % Е БФ), Т>0 
Для тригонометрических функций имеем 


Т=2п — наименьший период; 


зш (0+2) = эп 0 
числа вида 27 (ВЕ 7) — периоды. 


с05 (&+2л) = с0$ 0 
Е наименьший период; 


45 (и+лЁ) = 9 
числа вида дЁ (ЕЁ) — периоды. 


сё (+ лЁ) = с%5 © 


В 


а ИВЬИЕ: 


= р 


ых углов к функциям углов 0<9<л, или 


Приведите функции данн 
0°<0<180°. 
п. 4. эп 1375°. 


1 + 
1. шт. ий с0318. 7. 3. 89 


Глава. Три 


Решение. > ея Е = : 
Обозначим данный угол буквой В, а искомый угол буквой Е Тогда 
+ =В- ТА, № = +1; 2; .., Т= 2л или Т=П. : ии 
= Е =В- 2, Е 2 РР 
1. т [дичи вт 19 3 ий 
4 4 4 В= —л=4-л пе 
4 и 
в | 
2 ме. (Е=2) 
в. 
1 2 р 2 }07 А 
Е Л |= $= 13—л-141=-=—л } 
2. ет. соз14л ЕН] 3 Е 
05 —- т . е-а 00° 
=С —— = —Л=—— 2 5 
8 3 2 с0$ (-0) = с05 
2. В 
1 л п о ел | 
3. 9 л=ш Е НЕ = я. (Е=9) цримен 
Нал 
4. 3111375° = э1(360°.4-65°) = #=1375° -360°-4=-65° 
= эт (-65°) = -51 65° (#=4) 
= э1т (-0) =-з1щ @ 
с ЗНА 3) 0= 
О Ру : . 8 - 2 ИЯ . 
твет: 1. зт—т. 2. соз-л. 3. 5—. 4. эт 65°. 
4 8 4 0 0= 
х 
й 
к 
С помощью свойства периодичности тригонометрической функции ] 
стремимся привести угол к наименьшему по модулю углу &, лежаще- К 
мувГили И четверти, 


применяя формулу #=В- ТТ, в =+1; 42; ..Т=Л 
или Т=2л, < Т. 9 


Тригонометрические Функции 


и. 


Периоды тригонометрических функций 
Углов вида @х, где ®>0 


сли надо найт 
ев г к. а функции у = эт ®х или у = с03 ®х, ТО 
И 
примените формулу Т=—, ®>0. 
[п 
Например, найдем наименыший период функции: 


а) 9 = эп Я 6) уе] 
34 


Т 3 


а)®=4, тогда 1 
; Я © 
1 


1 
=—, тогда Т=2п:—=6 
б) © 3 д З ИЯ 


2. Если надо найти период функции у = {5 ох или у = с Хх, ТО 


примените формулу Т= ты ®>0. 
(6) 


Например, найдем наименьший период функции: 


а) =; 6) у=сё= 2х 


1 1 п 
а) =, тогда Т=л:==27 == 
) . тогд 5 ы 


х|а 


Й бо=2, тогда Т=л:2= 


мы функций с разными периодами, 
ъное число, при деле- 
аются натуральные 


з сум 
еньшее положител 
ии получ 


Если функция состоит и 
то ее периодом Т будет найм 
нии которого на периоды каждой функ 


числа (НОК(Т/;Т»)}. 


2, и 
Глава Г. Триго; | Г, 
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Найдите период функции у = эш 2х + с0$ 3х. 


Решение. 
1) Найдем периоды каждой функции: — 21 
21 Е 
и =зЗшт 2х; Ф=А2, — х 
2п 
2 =с08 3х; Ф=З3, То. ее 


2) Найдем Т для функции 
у = 2х + со$ 3х: 


Т = 21, так как 27: =2и т: "8 


НОК Е = =2л1; 


(находим НОК Т, и Т») 


Ответ: Т = 21. 


Найдите период функции. 
1. у=зт 2х + с05 х. 2. УЕзшх + х. 
Ответ: 1. Т = 21. 2. Т= 21. 


(©) Если угол больше 2л (360°), то отнимите от данного угла Т -В, где 
Т — наименьший период, # = +1; +4... (Т=пдляу=шхиу=сЕ Хх; 
Т = 2п дляу=зшхиу-= соз д). 


#. Тригонометрические Функции 


Если угол отрицательный, то п Е 
риведите данную функ нк 

оложительн Е ункцию к функ- 

ции п ого угла (по свойству четности, нечетности). 


Определите четверть, в которой 
рой находится полученный 
Запиптите угол в виде: У й угол. 


п 
Тчетверть: @ или „а [0а<# | 
2 


п 
П четверть: п-% или 5 а 


Ш четверть: 2+0 или от —а 


Т\ четверть: 27-0, или -@, или = 
2 


@ Определите знак функции (в зависимости от четверти). 


6) Определите название функции в ответе: 
п 3 
1) Если угол записан в виде о +4 или р 0, то название функции 


меняется на кофункцию (зщ на соз, соз на эт, 8 на с ит. д.). 


3 
Например: 11 [1 О =с080, ©08 [= “ = эп 0, шо “ = с$5 09. 


2) Если угол записан в видел+0 или 21-0, то название функции 


сохраняется. 


Например: эт (п-9)= та, с0з (1-0) = -с0в а. 


(п. 5) удобно пользоваться 


Для определения названия функции 
мнемоническим правилом: 


п 8 

п В 9 
Е Сп+о (значения и —л на- 

если угол записан в виде о +0 или от (. 7] 7. 


Ходятся в точках окружности на оси Оу), то на мысленный вопрос, 


Глава Г. Тригонохь г 
мя 


330 


меняется ли название функции, голова, двигаясь вдоль оси Оу 5 


низ ($), как бы отвечает «да, меняется»; 
л+о или 21 + а (числали 21 ых | 


о на вопрос, меняется ли название 


ив 
если же угол записан в виде 
ся вточках окружности на оси Ох), т 
функции, голова как бы будет отвечать (<=>) «нет». 
Этот прием математики шутливо называют «лошадиным прави. 


лом» или «правилом головы». 


5 
Вычислите: 1. сов т. 2. в 


Решение. 
1. 1) Определим четверть: 2 п 
дл 3 аа 
—<-п<л=>рР, во П четверти 
2 4 ал 
п\ хр<0 
2) Определим знак сот : сон =-^) <0 № 
3) Определим название функции: Точка Р, на оси Ох 
- п да : Название не меняется: 
с08| == |=-6в08—===— 
© 4 2 (<>) «нет» 


Посмотрим, как кратко будет выглядеть применение алгоритма: 


и 
п 3 
ть (Тредставьте угол Е = — поставьте над углом 


с03| ^- |= —соз 
> 4 


четверть, над назва ак «—», под углом п стрелку (<>) «нет» 


и запиптите отве 


тригонометрические функции 


$1. 


ш 
‚ | 5 а п АЕ : 
\ Й зип = 91 = ай зш (п+0)=-зшпа 
и. а: а = 
5 
и=—=Л-Л= т Е 
4 4 в. 
8 (четверть ПП; знак «—»; назва-_ 
Ответ: "5. ние не меняется: (<>) нет) _ 


3 Е 
Упростите: 3. с0$ [визе 4. ыы Зла) 


Решение. 
ту 


аа = © (четверть ТУ; знак «+»; название меняется: 


Е. 
3. с05 


(С) «да»). 
Ответ: эт ©. 
ш 


4. и фола = сё= о (четверть 1; знак «+»; название ($) меняет- 


ся: «да»). 
Ответ: . с 
ое Удобно пользоваться схемой единич- 
ной окружности © подписанными «веха- 
у^т > 3 
ми»: 5} п; г. 2п (рис. 14). 


л 5 5 ь 
5. Выразите 6089 и сов через синус. 


х Решение. 


5 РЕ п. 5 |512 
еб 14 


332 Глава 1. Тригономе 


ры | 
6. ЕГЭ. Вычислите эт (-330°). р . 
Решение. я 73 
1 | 51(0+360°) = 51 ® 
э1т (-830°) = зщ (-330°+360°) = эт 30° = 5 ( )=зт о «\ 
17а 
Ме 
Ответ: .. 1 3 
3 й 
7. ЕГЭ. Упростите выражение соз*(л—0) + 03? [= = “) и | 4 
Решение. 
воз в) сов? | Яп-о) -созболзиРа=1 | 
< 2 - | 
Ответ: 1. 
убрет 
Даня 
ение 
ВЧ 
(твои 


Ре Св :: : м 
ь и т" =. =. о. * 


в вет =-1 
= ^ 
но == Е № 
2 ай РЕ в = 9 
а. в! 4 9% 
| 
\ у 


ометрические функции 


$ 
3) [2 = (3) :|2 сс 3)-1] г 45 (-9) ==о 
Е - | 6089) = сова. 


„св+е--1)-0 


1. Упростите выражение з1ш (л-3х)- с08 х + с08 3х: с08 [2 - „) 
р 
2. Дана функция 1 (22) = 45 х-45 х. Пусть Е Е) =а. Выразите через 


(5) 
азначение { Ее : 


3. Вычислите: 4# 1800° — эт 495° + соз 945°. 


—а. 3. р 


Ответ: 1. зп Зх с08х-с05 3х зшх. 2. 


мощью тождеств 


Тепособ: с по 
и «найти». 

в которое входит данная функция 
ез которую можно 


@ Запишите условие: «дано» 


@ Запишите за чертой тождество, 
и искомая или промежуточная функция, чер 


найти искомую функциЮ* 


а) Если искомая функция вхол 
этого тождества и вычислите значение с учето 


ит в тождество, то выразите ее из 


м четверти. 


} 
а Глава 1. Триг ‚$ 
р 334 о 


6) Если искомая функция находится через промежуточную функ |. 

цию, то сначала найдите эту вспомогательную функцию, ВЫЧисл, 1 ’` 

те ее значение, а затем найдите искомую функцию и ее Значен, |). 
(4) Запишите ответ. й 


>: 
- т |= 
1. Найдите эт х, если м. о | 
Дано: Решение: ри 
3 >. 
совх=-=- 3 9 эт х = +\/1- соз? х 
5 эшх=+,1-|--| =. 1 = |рирав 
п 5 25 6 | Пр 
—<х<п зшх>0 (Пч.) двесто] 
2 [6 4 и 
== == дробь). 
Найти: эт х 25 _ 5 д 
Ответ: зтх= а и. 
Е 8) _ ритм | 
2. ЕГЭ. Найдите {5 а, если сова=—_3_ = Ё =) Убита 
. . у — ) : 2 , 2 ° . =. ре 
ан ат 
Е Ре 42° а+1=—— А 
с03° © Зау 
с08%=-=——, 4.7 1 “о 
У а = №. 
9 а 08? © "УХ 


«. 
2” ее 


Найти: $5 © 


$2 а<0 (Пч.) 


и 


Ответ: 8 а ==. 


замечание. Если затрудняетесь в. 62 


вла = =, то наидите эп о. (см. пример 1), а затем найдите 


_ $1 9 Е В ак 
7 оз 


П способ: по правилу треугольника 


(63) Запишите условие: «дано» и «найти». 


с (2) Изобразите прямоугольный треуголь- 
ник и подпишите на рисунке его сторо- 
Е ны и угол 0 (рис. 15). 
Ь (8) Запишите данную функцию одним из 
отношений: 


Рис. 15 - 
м |1 о] = =} 


ь а еб 
воз! =—; 60 =—$ |458 @=— 
| с ч 5 Ь > а 

@) Приравняйте искомое отношение к заданному числу и определите 

У две стороны треугольника (каждое из отношений — несократимая 


дробь). 
6) Найдите третью сторону, либо по теореме Пифагора или следствию 


из нее, либо через решение прямоугольного треугольника (алго- 
ритм 1), и подпиитите значения сторон на рисунке. 

© Составьте искомое отношение сторон (см. п. 3). 

@ Определите знак функции с учетом заданной четверти. 


Запишите ответ. 
т 
Замечания. 1. Решая пример данным способом, использую 


только определения тригонометрических функций в прямоугольном 
треугольнике и знак функции с учетом сы оьь. 
2. В данном случае нас не = = ре: 
угольн есует только их от 2 : 
6 р ея с заданным углом 0, подобны, то удобно при 
| нимать стороны за элементы их отношения. 


Например: 5 2а=4 с=5 


с 


: п 
1. ЭМ. Найдите созх и {8 х, если зтх=-0,8, --<х< 0. 


Дано: 


втх=-0,8, 250 


5 
та а=4 
:с08 Хх, х 
ь-3 
2 Рис. 16 
4, с=5 

7 ‚ @типетокий треугольник | ов 4 
со сторонами 3, 4, Ь)_ ва вьь 5, 


3). и. в со5х>0 знак «+» (ТУ ч.) 


4) Ш > 2-5; 12х<0 знак «—» (ТУ ч.) 


Ответ: соз х= > МИЯ 


Вна имание! Не забудьте поставить знак функции в ответе. 
: 2. ВгЭ. Найдите ы 0, если соз = т, ЧЕ ( 0: ") 

р 5 

е Дано: а 


ва [т] 


И В 


Найти: 4 9 ы 


й Тригонометрические функции 


Решение. 
П способ (рис. 17). 
\ 5 - 
1) сова=—===6=1, с= 
Е ИЕ и. =8 ве=№. —- 
2) а=5—1=2 Е = 
5 а|= - = р =8 знак +» (4) 
Ответ: 8 а=2. | 
` Т способ. 
т 
1+02а=1:| = | 1+9 =5 ч8’а+1= 
Е (2) ы с08? © 
?а=4=4в а = +2 (1ч.) [5 уе 
. И = 58 5 


Ответ: +5 9=2. 


1. Вычислите со3 © и $8 ©, если эп 


п 
о = 0,6 и —-< “< л. 
2 
311 0/— ©0506 


жения — ——. 
3110+6080, 


о ша =2. Найдите значение выра 


3 1 


5-0 


[0 х 4 ==>. 2. 
твет: 1. созо=-0,8, 5 9 1 З 


2. Известно, чт 


Определение арксинуса, арккосинуса, 
нгенса 


арктангенса и арккота 


водится как Угол», «дуга». Мы рассматрива- 
зображаются точками на еди- 


которые и: 
тствуют действительные числа, причем 


Название «агс» пере 
ем углы в радианной мере, 
ничной окружности. Им соотве 


каждому числу — единственная точка. Обратное неверно, поэтому 
выделим утки я на окружноети, в которых каж 


угол =”. 9 Я синус 


которого равен т (рис. 18). 
Символически: агсэ1т т = 0, 
т] < 1. — 


п : Ия 
—— < агсэ1шт т < — 
Ся 2 


—агсзшт т 


51 (агсз11 т) = ть, т] <1 
агсашт (-т,) = -агсэ1 т 


ее п п 
агсэ1п ($11 0) = ©, я. : 


Н григонометрические функции 


Вычислите. 


а . 
1. агсэт ыы агсэт| зп — . 3. агат (1 2). 


п т 
Ответ: 1. 5. 2. Е. 3. п-2. 


Определение 2. Арккосинусом 


у^ > 
числа те|[-1; 1 называется такое 


1-0=агсс08 (-т)_ р : 
р число Е [0; п], косинус которого 


равен т (рис. 19). 
Символически: агссозт = 0% 
из] < 1. 


0 < агссозт < п. 


соз (агссозт) = т, [т] <1 
агссоз (-т) = д-агссоз т 


агссоз (с0з 0) =©, 0595^ 


Вычислите. 
п 
1. соз (агссоз 0,2). 2. агссоз| —608% |, 


Решение. 


1 "|< 1; [0,2] 51 
` 608 (агесоз 0,2) = 0,2 


соз (агссоз 1) = ®» 


_ Вычислите. 


1, агссов м 2. агссоз (-} 3. соз [лосоь =) 4. агссоз (соз 3). 


—. д 21 3 
Е 2—5. 4.3. 
Ответ: 1 я З 7 


Определение 3. Арктангенсом числа те В называется такое число 


пл 
ое тангенс которого равен т (рис. 20). 


‚волически: агсёй т = о. 


о, т<® 

2 Е 2 
_ 18 (агов т)=т‚тЕВ 
агсё= (— т) = -агсёй т 


агсёЕ (во) =о, -А<а<П 
Е. 


1. тригонометримеские функции 


$ 


римеры 


р 


Вычислите. 
и. агсфв 3. 2. агсйа (-1). 


Решение. 


Определение 4. Арккотангенеом_ 
ше В называется такое число 


п-агсс$я т 
-т Е 
равен т = 


\ 
числа 


а (0; п), котантенс которого 


(рис. 21). 
Символически: 
^^ 0<агсЕ т< п 
)= т, те Е 


агссф8 Т= 0. 


_ ава т 
(-т)=т- агссё т 


0<а<т 


агссй 
агссйв (45 о)= 6, 


@®) Примените, если необходимо, формулы агсат (-п) = —агсэт т, 


агссо$ (-т) = п —агс605 т, агсфя (-т) = —-агсё т, агсефе (-т) = 
_ = л-фагссе т. 


(2) Найдите в таблице! нас. 322 или в таблицах В. М. Брадиса значение т. 


Найдите соответствующее ему значение ©, — это и будет значение 
.(агс), запишите его. ^ : 


Чтобы найти агсзш (311 0), агссоз (соз 0), агсфе (+5 о), агссфя (сз 0), 


нужно привести значение © к промежутку | = ГО; л], |- в ‚= 
2 ры 


или (0; п) соответственно, используя свойства периодичности три- 
гонометрических функций, а затем применить одну из формул 
агсз1т (311 0.) = @, агссо$ (03-0) = а, агефв (+= 0) = а, агссёя (се 0) = 4. 


рр 


чтобы найти значение т, упростите в 
ы 
: # тражение, примен. 
ве, ения $5 —-— агсс$ = <= 
ды при д р) 5 ") = с45 (агссф5 т) = т, а затем т 
„еформуль вл (аговут т) = т, ий <1 ит. д. Формулы ве 


дн бу паек УР аИО еО 


к 


и 


Примеры 


Е 
но 


Вычислите. 
1. агезт (51 5) 4. агссов (соз 4) 
Б. агссфя (с 6 
2. с08 [= атевова ор) 
т : 
м 3 ыы агововз | 6 пене 
в. : 2 3 : 2 В 
али" Решение. 
1. агезш (10 5) = агс811 (эт (5 - 2п)) = агсзйт (1 00) = % 
5 а п 
25а если — <0 <= 
2 2 


5> (=1,57) 
5_2т=5-6,28 =-128 


а о 
О м5 


зп («-20) = 9 


ш 
- ш а 3 Ее а|=-608 9 
2. соз ты _ сои «== } 
5 4 4 : 


а 


= | агссоз (соз 0) = 9, О<а<л 
жт—-4=2,28 4 хе 
сов (-0) = с08 © т 


7 
агосёв (сё о) = = 0, О<а<л ‘ 
| 6-л=6-3,14 = 2,86 1 
- ие | ‚8 
(= “| = <= 9 | 
о 
5-2л.2. -1. 3. 3. 427- 4.5.6 с 
—- а М 
ф ЕГЭ. шо значения выражения Е и + агсэшт =.‘ у 
`Решение. = а РЕ бивет: 
агов во тагезш _ 53 = ее - в 
8/ р мо а и 
35 а е ода (-т) = -агсэ1ш т 
в вы ва =0 Е ИЛЬ 
Ответ: 0. 
8. ЕГЭ. Найдите значение выражения 42? [лесов Е) ы 
Решение. х . 


1) Найдем со$ [агссо 5} тогда о. ве 
| 4 


2) +=?а = 


Ответ: 15. 


№ 
у Н з ] ь 
у . Найдите з : т 
9. ЕГЭ. Найд начение выражения 5 1 шнеы[ В 
| решение. В 
У = В 
(. | т а а 1 -. 
5/08 |=- аг о :} = а= вич] (вТ\ч.) Е 
,0 агсёр (-т) = -агсёр т = 
А эт ак, = 
5 =525 р. = п 
0 


: 
: п 
эта Тъ+а = с03 0 


т агсёЕ х = агссоз - ? | | 
= 52 «о т = п + х2 о | 


(см. формулы) 


Ш -— || 
Ответ: Т. 


Замечание. При решении задачи можно применить правило 
я - 0, тогда %# &=-=. 
треугольника (рис. 22). Обозначим атс через ©, тогда 6 => 


1 
ве =т2а=Ъ в=1, | 


ее\Ча-Е = /49+1=\50 


Глава Г. Тригонометрия 


: Ве 
- | 


Е . 
10. ЕГЭ. Найдите значение выражения вай аква] 


Решение. 


В Е | з] 
5Бзш| — +агсашщ| —— | |= 
[унии 


7 Е Е : 
=5зщ| —-агези- |= 
2 5 


агсзш (=т2) = -агсзш т 


: п 
11 Ё = с) = с08 “ 


: 3 
11 0=— 
= 5с08 [гов = Ба 5 


5 
соза = +1 = эт? о 


сов > 0, &= ага 2) вТУч. 


2050, =.1- -- = 4 ‚оли | 
Е | 255 


Ответ: 4. ураите УВ 
Замечания. 1. Можно при решении примера 10 использовать и 
формулу со8?. [2 + 30? Е ЗАнддите 
та 2 т т 3 : 3 
соз | агевт— вт? | агсашт- |= | © -=агсви\ =) в ТУч. 
р У 5 Ответ: \, 
9 соз &>0 
=. |1-— = 
25 соз о = +11? © 
2. Можно применить правило треугольника (рис. 23): М 
| |= в = | 
с/-=0 ор ЖЕ Е 3 с=5 ад 
: С а= Ч 
а=3, 6=4, с=5 В 
\ 
ь 4 Ь—4 )\ 
Е. 
Е те т Рис. 23 


1. Тригонометрические функции 


Вычислите. 


\ 1 
1. 08| агос0з-._ +45 агосоь; 
2 


2. с0$ Багет —5 [аговш 
2 


Ответ: 1. а. о: 5-8. 


1. Вычислите: а) агссоз (соз7); 6) агссёв (сёе 4,6). 


2. Решите уравнение агс8!\ (2+3х)= Е 


5 1+с08 24 Е 

3. Найдите значение выражения — 5 @’ если 3110 +6080. = 1. 
5—2 
2 2 

т? =1 


т Ответ: 1. а) 7=2л; 6) 4,6-п. 2. -0,5.- & 5 


нометрических выражений 


Преобразование триго 


онометрических выражений нет единого 


ание на следующее: 


больших 5 то приведите их к функ- 


Для преобразования триг 
алгоритма, но обратите вним 
1) если даны функции углов, 


Циям углов 9 Е 0%} 


сти к произведению, применив соответствующие формулы (см. фор. 
мулы на с. 545); 


3) если углы отличаются друг от друга в 2 раза, то примените фор- 


п 
мулы двойного угла и приведите к функциям угла 4&Е е ы 


В каждом случае найдите нужную формулу и запишите ее за чер- 
той. Формулу выбирайте, просмотрев все тригонометрические форму- 


лы (см. с. 542-547). 


1+3110.-— с032а,— 1130 
252? о+зщо-1 


1. Упростите: 


Решение. 
1+ 11 0/-с0$29-—зшщ За _ : Сгруппируем слагаемые так, 
23112 о+зта-—1 чтобы получить формулы 


(см. Приложения): 


_ @-с0820) - (вт3а-з110) _ т Ре 
(2эш? а П-+эшо, ‚—с0520, = 2811 


©&-В  о+В 
2 


в08=— 
2 


_ 2? а-2510с0520, _ Не 
—с0520,+ п | 2312 9-1 =-с03 20 
25110 0(311 0—с0820) ›. 
= зШа 


5110—0820 5 


Ответ: Эта. 


‚Разложите на множи 
р тели выражение 1-с030 +110. 
решение. 


1 = — . [ед 5 
|- сова 810 @ вов) 2-9 |- 1 сова = 232“ | 


м а БОН = 
991 7] р] 2- 31120. = 251110.с08 0% 


то Ев = 
285 р) р. = 


0 а 
= 25 ь {2 с08 = 
Ответ: 2/2 ее [= : 
2 4 2 
Замечание. Можно было 3110, и 034. разложить по формулам 


". о > 2 9 ._ 20 з ._(“ 06 
двойного угла: с0$0, = с03 и. 5 9110. = 291->с08. Получится 


тот же ответ. 


Упростите выражение. 


2 
1. ЗА 2. шие (ва) ва [1-6 
31140.с0840,+ 811 40, 4 4 
$11 0/+ 311 20, 
| 1+с080+60820, 
Ответ: 1. — 1 2, зп2а. 3. 80. 
З1 


140, 


Доказательство тригонометрических тождеств 


нктов: 
Чтобы доказать тождество, примените один из пу ее 
1. Преобразуйте левую часть тождества и приведите р 


Части (или наоборот). 


эт +608 9 = бе [ а 


Е о фньыийй 


Ел 


Глава Г. Тригономе я птрия 


Вина 


2. Перенесите правую часть тождества влево и приравняйте полу- 


ченную левую часть к нулю. 
3. Преобразуйте отдельно левую и правую части так, чтобы они 


были равны. 
Замечание. При доказательстве тождеств предполагается, что 


| преобразования выполняются на области допустимых значений (ОДЗ) 
выражений, входящих в тождество. 


Докажите тождество (1-3). 
эта ВЕ 2 
`1+с0в9 эпо эта 


Д оказательство. 


Упростим левую часть тождества. 
зо, 1+0084 _ зт? 0+1+26050+603?%_ | 1? а+608’ и =1 
1+с08% эта 511 0(1+с080/) 


_ 2+2е05%_ _ 2+6089) __2 
з11 0(1+с050) ` 3110(1+6050) это 
Получили выражение, стоящее в правой части. Тождество доказан 


1+ зщ 20, п 
2 +94 ] 
с0320 8" укажу 


оказательство. 


Преобразуем левую часть: 
1+51120, _ 31? 4+ 603? 0+2810.603 _ 31? 9+ с03° о =1 
соз2а — 03? аз? 9 - с0324 = с03? ат? а %. в 
а? =(а-9)(а+5) 


(311 0+ 05 о? 5 
эт 20 = 2 зп 905% = 


с (311 0+с030)(с080— 811 01) 2 


1. Тригонометрические функции 


$ 


Вес 
ат +с050 _ 4 


_ АЕ ВЫННЕ- Е эл. + сова = Уайт 
= 2 == —+9 | _ & 
080—510 басни тн) 


п. ) 
НЕ 
4 


Получили, что левая ео 
Е Е часть равенства равна правой части, что — 
и требовалось доказать. 15 


030—104 = ео 


Замечание. Можно было упростить правую часть. 


8. 1-22 [1-5 па 


Д оказательство. 


Преобразуем левую часть: 


1-2912 [=-= = совз[ 1-9 |- воз Т-и)- 11 0, 


левая часть равенства равна правой части, 


1—2 112 9 = с0324 


Получили, что что 


Ян 
и требовалось доказать. 


| 
кз! Докажите тождество. 


1. со с) = Реже —311 0) 


2. 1+1 = 203? = 
911 0, = 2608 (Е р. 


74 3. 3110.+ 31130. + 81150 = ш За 
т с030.+с0830+ 0854 


Построение гра 


ащении точки по окружности ее проекция на ось (например, 
жения на отрезке [-11], и если эти 
колебания «развернуть», то получим график функции у = эх, которую 
мы рассматриваем как зависимость между углами в радианах, изобра- 
ужности, и ординатами этих точек. (При по- 
используйте окружность.) 


При вр 
Оу) совершает колебательные дви. 


эженными точками окр 
строении графика функции у=31% и ДР. 


1. Найдите область определения функции: О(з1т) = (-99; +05) (вся 
числовая ось Ох). 

2. Найдите множество значений функции: Е(зт)=[-1; 1 (Срафик 
расположен между прямыми у=-1 и у= 1). 

3. Найдите нули функции: у=0; зшх=0 <> х=лА, ВЕ й (график 
пересекает ось Ох в точках 0; +л; +27; ...). 

4. Определите четность, нечетность функции: эщ(-х)=-вшх — 
нечетная функция (график симметричен относительно точки О (0; 0) 
и всех точек лЁ,ВЕЙ). 

5. Определите знаки функции: зшх>0 при х = (0+2л8; л+2лЕ), 
ЕЙ (график над осью Ох); зтх<0 при хе (л+278; 2+2) РЕЙ. 

6. Выясните монотонность функции (см. по окружности: у=эшх 


п 
возрастает на промежутке | Екржвутерни не (график на- 
правлен вверх-вправо (7 )); у=зтлх убывает на промежутке 


п 3 
Ё +278; 58 + 2 КЕЙ (график направлен вниз-вправо (\)). 


вым 
19а 20, 


значен] 
прове; 


Пот 


Ча 


Эщь 


О 


остроение графиков т р з з 
$2. П. ригонометричее 
ких функций 


1. Определите точки экстремума функции: 81 1 
ума фун вшх=— 


п 
кции при х=—+2п в - 
функц р] ЮВЕ 2; зах=-1 мА 


спууаоннавнвиь у вину 


х 


=-ы+2ль Вей. 


8. к периодичность функции: з11(х+2/л) = ш1; ре 
наименьший период (график — бесконечная непрерывная волнообраз- 
ная линия — синусоида). 

9. Выясните обратимость функции у=зтх. Функция у= агсзтх — 


обратная для функции у=зшх на отрезке | = где у=зшх — 
и. с - 


прерывна и возрастает. 


Алгоритм 


12 клеток прими- 


(0) Возьмите за единицу по осям Ох и Оу 2 клетки, 


п п 
те за 2л, 1 клетку — за = ‚ 2 клетки — за З ит. д. и нанесите эти 


8 значения на ось Ох. 
6) Проведите прямые у = 1 иу=1. 


" |. о 
"| (8) Постройте точки (0; оу [= о} 2} 5 ; эт =0,5; 


Р ЕЛ 3 
‚р зт-=-—=0,9; ... | 
в т 
м 
$ .# я (4) Постройте точки, симметричные этим точкам относительно прямой 
р ' < 
Я а 
$ п Е д Ея о . 
М =— | так как 91 вы (+= 
} Г 2 2 
5 ь остроенным точкам (п. 4) отно- 
ий © Постройте точки, симметричные постр 
‚й О +х)). 
Я сительно точки (® 0) (в(п- х)=-э(т )) 


равном периоду 2п. .- 
(@) Повторите полученный график (п. 6) лево и вправо. нап периодов, 


получите график — чиВусоил о 2 


п р: 


пост ойте точки 
р. 24: 2} 


0; 0), 
вой точки ( ) р 5 


“Поетройте: 


мии 0; 


| Аабдите 


Тм 

о чи 
М КАЖ 

‚№ 


6) Подпишите абсциссы точек для нового графика функции у=созх 
(рис. 25). 


ЕЕ 


Алгоритм 


@ Постройте график функции у=зшх и у=с05х, подписав основные 


’ 


: п зп 
точки: 0; ==; +7; Е +2л — на оси Ох. 


- РЯ Е : 

@ Найдите Т =—— функций у=зш®х и у=соз®х. 
= [®) 

(©) Вычислите значения основных точек для нового периода, для это- 
то каждое значение аргумента (основные точки из п. 1) разделите 
наб > 0. 

@) Постройте новый график, проходя 


гумента и соответствующие им значе 


1. Значение © влияет н. 
ем больше сжатие; чем мень- 


щий через новые значения ар- 


ния функции. 


- сжатие и астяжение 
Замечания. а р 


трафика вдоль оси Ох: чем больше |®, т 
ше |, тем больше растяжение (Т больше). 
2. Построение графика гармонического ко 
м. вВА—32. 
Например: построение гра 
‘унке 26. 


лебания у= Азт(0#+ ф) 


фика функции у=зт 2х дано на ри- 


1. Найдите область определения функции: (4) = (©; +05), кроме 


х=о+тЬ, ВЕР (в точках хо =; +3; а ... проведем прямые, 
2 2 = ы 2 5 ЗЕ 245 
параллельные оси Оу (асимптоты)). Са 


зорадиттуимееьуь 


2. Определите множество значений функции: Е($ 
\ оо оивителеные числа В. = : Ев) = 


й 


3. Определите четность, нечетность функции: {#2 (- ка. —_ 
нечетная функция, ее график симметричен относительно точки - 
0 (0; 0). 

4. Найдите нули функции: у=0; шх=0>х=лЁ, КЕЙ, = 


пересекает ось Ох в точках (0; 0); (-л; 0); (п; 0); (2л; 0), ... 


5. Определите знаки функции: 4х > 0 при = = и на всех 
: 2 


.. . 
промежутках [= — ы РЕЙ, — график над осью Ох; 45х<0 при” 


| : : 
| =«|- с] и на всех промежутках [нов ы РЕЙ, — график 


} под осью Ох. 


6. Определите монотонность функции: у = {=х возрастает на всей 


(р (см. окружность), график направлен вверх-вправо (7). 


Т. Определите точки экстремума: не существуют (по 2-му свой- 


ству). 
8. Определите периодичность функции: 48 (хел в) = х, ЕЕЙ, | 
Т=л — наименьший период. Поэтому достаточно рассмотреть по- 


пл 
ведение функции на промежутке т 2} ‚= 


х. Функция у = $=х обра- 


„я 9. Выясните обратимость функции у = 8 


ь в г ия непре ывна и монотонно 
има на промежутке | =} где функц рер 


5’ Возрастает. Обратная ей функция — 97 агсёа х. 


(Г) Проведитевертикальные асим1 
[5% о} 5 

2 го 

(2) Постройте точки (0; 0), (1: = 
их плавной кривой, приближая ее ` 


(8) Постройте кривую, симметричную пост 


(4) Постройте ветви графика на ка? 
ВЕЙ (п.8 А— 10). | 


ПЕ 


ее 


[9 Проведите вертикальные асимптоты Ета 
+; х=2т; .... 


9 метет о нули функции =0; о. ва 5 х- Аль, ВЕЙ (точки 
2 ’ 


- > - 
(@) Постройте точки р —; ее 506 и соедините их 
плавной кривой, приближая ее к асимитотам. 


(&) Постройте кривую, симметричную построенной кривой относи- 


Ия 
тельно точки 2; 0 |. 


(5) Повторите построение этих кривых на промежутках (пп; п(п+1)), 
ПЕЙ, — получите множество ветвей, это и есть график функции 
у= сах (рис. 29). 


3 


Замечание. Графики функций у = зее хиу= созес & представ. 


30 и 31 соответстве: 


лены на рисунках 


Г у-чеох- 1; веех > хе тт, ВЕЁ (рис. 30). 
а. В 


Рис. 31 
1 ы 


П. у=совесх= [созес НЕЕ лЁ, ВЕД (рис. 31). 


троение графиков триг 
ГР Постр ригонометрических функций 


и функций у = агезт з 
афик Хх, у=аг = 
Гр у агссоз х, у=агешх, у=агссёе х 
функции У = атс8и1 Хх, у =агссозх, у=агев 
функциями, обратными . Е 
ются Поэто лля функций у=эт х, у=с08х, ух 
. Поэтому пос Е . 
= ее в: их графиков сведется к построению 
линий, С Е частям графиков, соответствующих прямым 
ункциям, от тельно прямой и = х, на промежутках, где прямые 
функции непрерывны и монотонны, причем свойство возрастания или 
убывания сохраняется и для обратных функций. 


у= агсзш х 
1) Область определения: (у) = [-1;1] (т д <1). 


2) Множество значений: Е(у) = | {зропоблелевию). 


Остальные свойства функции у = агсз1ш х изучите самостоятельно 
по схеме исследования функции у = эт х. 
Функция у = атс х — обратная функции у = 311 х, заданной на 


пл ь 
отрезке |5 где у = 11 х возрастает. Графики взаимно обратных 
функций симметричны относительно прямой у=х (рис. 32). 


у=агссо$ х 
1) Область определения: Р(у)=[-В И (созх|<1). 
Е(и) =[0;л], (о определению)- 


2) Множество значений: 
заданной на 


Функция и = агссо$ х — обратная функции И = с0$ Х, 
отрезке [0; п|, где у = с08 х убывает. Графики взаимно обратных фун- 
кций симметричны относительно прямой у=х (рис. 33). 

У=агеф я х 
1) Область определения: ри) =(- оо;+ 65). 


пл 
2) Множество значений: Е(У)= [5 (по определению). 


5х изучите самостоятельно, 


Остальные свойства функции У= агсё 
у= $5 х. 


ис 
Пользуя схему исследования функции 
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функция у = агс\8 х — обратная функции у = {в х, з а а Е 


ор УМС 


пл 
тке | -—;— |, гдеу= 45. нее 
промежу 2 .] . ыы и возрастает. Графики  — 


взаимно обратных функций симметричны относительно прямойу=х — - 


(рис. 34). 

у= агссф х = 

1) Область определения: Гку)= (= ©9; +05). _ — 

2) Множество значений: Е(у) =(0;л). 

функция у = агссё х — обратная функции = с х, заданной на 
интервале (0; п), где у = с{5 х непрерывна и убывает. Графики симмет- ое 
ричны относительно прямой у = х. (Постройте самостоятельно гра ть 
функции у = атсс&ё х) (см. стр. 550). 


Решение примеров на свойства 
тригонометрических функций 


1. Найдите область определения функции: 
Пу= ы (=== 2) у=агсят (2-1. 
Решение. 
п 
1) ева Год =3х+ 


4 


К(х) 
у= [(х) имеет смысл, если 


2 ЗАП ль 
Я > 4 Надя +ть, Е 


:3 


Ре: 
4 ПЕ 


тл 
у Е 
1213 ВЕЙ 


пл 
Пул ь, ВЕЙ. 
8 


Ответ: = 
ХЕЕ, Хх 12 


2) у = агса(х? —1) 1) =х?-1 

—— . 

1(х) у=агсз1т /(х) имеет смысл, если 

=1</(х)<1 

каяка | +1. 7 
0552 52 

если |х|<а, 
== \ = то -а<х<а 
= -/2 <х<\2 


Ответ: Г(у)= [-\; Е 


2. ЕГЭ. Найдите множество значений функции у =зш х-3. Ответ 
выбрать из предложенных промежутков: 1) [-4; -2}; 2) [-10; -4]; 
3) [-4; 4]; 4) [-10; 10]. 


Решение. 


Т способ. 

Пусть у =а, тогда 
эшх-3=а 
зшх=а+3 =1 <эзшх<1 
-1<а+3<1 | -3 


—4<а<-2=>-4 <у<—2 > [-% -2] 


П способ. ” 


-15зшх<1 | -8 Е(вт)=[-1;1] 


-4<зшх-3<-25-43у5-2, т.е. Еф)=[-4 -2] 
у х 


- г ие 5 
Ответ: номер верного ответа 1. — 


строение графиков тригономет, 
нп рических функций 


3. ЕГЭ. Найдите множество значений функци 
и 


8 
= а - (0, 25/3 эх —с08х+2)) 


Их) 

Решение. — 
упростим выражение /(х): Ее - 
0,25(8 1х-с08х+2) = С т 
_1 Цбчвх-сова+2) |- 422 

2\2 Е 

Е = —= 9 — 

т 2 6 

25 ат = 310 осозВ — соза т В = 
=310(0-В) 

1 п. в 
-=| сов х-=81щ— 603 +1 |= 

абв виебыи 1) 
| эт[е- и 

2 6 

2) Найдем множество значений функции 

(х) = пы ( 1) 
я д 1 зп х<1 
Раза = <1 +1 у=агс (<) — возрастающая 
и непрерывная функция, агсёс 0 = 0; 
осин НЕ к агсё = 
к ЕЯ 4 


1 
очыы{ и) <1 
2 6 
ПЕС НН 
Их) 


О <аге Кх) < 


п |.8 
4| п 


8 о 
3) Получим 0-8 < Загс 7(х) < ‚ т.е. 0<у52. 
пл 
у 


Ответ: Е(у) = [0; 2]. 


4. ЕГЭ. Найдите наибольшее целое значение функции 


у=1,5- 25603? х+10созх +14 


Решение. 
1) ОДЗ: =: ЕВ 1) у= 7) имеет смысл, 
2) 25с05" х+10созх+14 имеет 

Е если }{(х)>0 
наибольшее значение, 


если созх=1; [сов] 1 

25:1+10-1+14=49, тогда со? х>0=25с08? х>0 

у=1,5:\/49 =1,5-7=10,5; 14 > 10созх при любом х 

= 10 — наибольшее целое 2) М7) имеет наибольшее 

значение функции значение, если /(х) — 
наибольшее 


Ответ: у = 10. 
5. ЕГЭ. Укажите количество промежутков возрастания функции 


\/1- со? х 


ео = => заданной на отрезке [0; 2%]. 
Решение. 
И ЬФ= Ты Дробь - имеет смысл при 6+0 
п. 3 3 п 
пел 9 =;2п со = О х&—+ ЛА, ЕЙ 
4: 2 " ( : 


3 
на отрезке [0; 2] х = — Е ты 


Ч 


\ирост 
= 


|9 : 


—_ 


(08 


кое 


А) их 


9 


} № 


ах | 


Ми 


фу 


2) Упростим выражение 


1-03? х Маш? х т х| 1— 03? х = зи х 
С, азии ЗАЗИЧЕЯ - —— 
с03х созх  ©08Х Ма? =] 


раскроем скобки модуля: || =а, если а> 0 
зшх || =—а, если а< 0 


со8х 


= {5 Хх; 


а) зтх> 0, хЕ(0;л), /(х)= 


эшх 
ба р Е == Эа 
) зшл<0, хе(л;2л), 122 оъх 


3) Кх) = 4= х — непрерывная и возрастающая функция на промежут- 
ках о] для случая «а». 


и убывающая функция на промежутках 


№х)= 5 х — непрерывн 


.3 
= ых [бат для случая «б». 


5). 
Можно показать это решение на графике (рис- 85) 


Ответ: 2 промежутка возрастания- 


ао иикАи ®. 


И 
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Решение тригонометрических уравнений 


Определение. Уравнение, в котором переменная стоит под знаком 
тригонометрических функций, называется тригонометрическим. 

Замечание. Тригонометрическое уравнение имеет множество 
корней в силу периодичности тригонометрических функций. 


Решение тригонометрических уравнений сводится к решению 
простейших уравнений: зпх=а; созх=а; ех=а; фе х=а. 
т. Рассмотрим решение уравнения зшх=а на единичной окруж- 


- _ ности | (рис. 36). Для каждого значения синуса || < 1 на окружности 
г ‘существуют два вида углов (чисел), причем: если а > 0, то х, = ху + 2л, 

2 -=п- хо + 27, ЁЕ 7; еслиа <0, тох, = -хо+ 2л, х,=-(п-ж) + 214, 
ВЕ. Оба эти вида углов можно объединить в одну формулу 

х= (СО, 


ЕЕ пл, пе @, где хо — единственный корень из отрезка 


п 


|" Я = ‘агсзт а), тогда х = (-1)" агсзш а + лЁ, ВЕ #. 


2. Рассмотрим решение уравнения с05 х=а наединичной окруж- 
ности (рис. 37). Для каждого значения косинуса [а] < 1 на окружности 
существуют два вида углов (чисел), причем: если а>0, то 2 = +2914, 
ЕЕ {. 


3. Решение тригонометрических уравнений 


> 8 


если а < 0, то х ЕЛ, +2лЬ, 
0 = агс&= 1,5 


5 =—(П-ху) +211, Ье @. Все корни 
находятся через меньший корень Хо 
из отрезка [0; п] (ху = агссоз а), 
х = +агссоз а + 2, Вей. 

3. Уравнение № х=а дляаЕ В 


пл 
имеет на интервале [= един- 


Рис. 38 ственный корень ху = агс{; а, причем: 


п п 
еслиа> 0, то Е [= еслиа< 0, то ху Е [55} Второй вид корней 


отличается от хо нат (рис. 38), поэтому получаем следующую форму- 
лу для решения уравнений %8х=а: х= агсфе а+лЁ, ВЕЙ. 
4. Для уравнения с{5 х=а аналогично: если а > 0, х=агсс&8 а +7, 


рЕЙ иеслиа < 0, то х=л—агсс4 а+лЁ, КЕ #. 


Алгоритм 


(Г одЗ: хе В. 
@ Приведите исходное уравнение к виду эш х =@. 
Например: а) $ зт х=4 |:6=> этх= 4:5; 
а 


буьзш х+с=4, то зшх=(4-©):5. 


а 
(8) Оцените |а] и выберите нужный случаи. ь 
ет решений. 


эшх= а не име 


1) Если |[а|>1, то уравнение ы 
\2 не имеют корней. 


Например: уравнения = тив 


х = (-1)" агсвпа+лл, пе (см. П 
3) Если а =-1; 0; 1 то уравнен 
формулам: = 


эшх=-1 


Ия г : 
х=-—=+2 41, ВЕ 
и 


ы Примеры 


Решите уравнение. 


ты да + 1 
. 3 


_ 2, зшх= -0,3 
‚ ЕГЭ. зп -—х:с08—х-с08—х-вш-х=-- 
5 р. о сов х В ь 


_ Решение. 


эту=а 
у= (-1)" агсзша+ли, пей 


Я 
ыы 


о а! 
9х+—=(-)" агсзт—+лл, пеЕЙ <> агсят 
и ЕЕ: =. 2 


о ож" Пти, пе2 
Е = 6 


Полученное решение можно записать как два множества: 


п 
ие 2Е, то ты 28, вед х=-.+п. 2, ВЕР 


дели п=2+1, то хто +тев+1, верх =- ++, РЕ 
3 


бы. 2% _П + л(2Е+1), ВЕР, или в виде общего 
6 


| решения: ЕЕ 1)" вает = 7. 


Решите уравнение. 


п 
‚ 2зш|3х-=— =0 
1 = 3. Ззшх=4 
р в 2х ЕЗ 
у 3 = 4. [+1 

4. 

тп 
Ответ: 1. +В, КЕЙ. 2 и 1 3 

о: а гов, + п, пей. 8. г. 


4. ел, ВЕЙ. 


(РОДЗ: хеЕ. 
©) Приведите исходное уравнение к виду со$ х=а. 


: Б, т.е. созх=а:6. 
а: 0, 
а 


Например: 6 соз х = а 


8) Оцените |а] и выберите нужный случай. 
нение созх =а не имеет решений. 


1) Если |а|>1, то урав 
вх=-8; с0зх = 1,5 — уравнения не имеют 


Например: созх =т; со 
корней. 

2) Если |а|<1иа>0, то УР 
х=+агссоз а+ 2%, ВЕ 7; приа < 
(4 Если а = -1; 0; 1, то уравнения 
формулам или по окружности (рис. 39). 


по формуле 


авнение созх=@а решайте 
ВЕЙ. 


0 х=-+(п-агссо8 а)-+21, 


решайте как частные случаи по 


08 х=-1 совх=0 сов х=1 
х= 21, ВЕ 2 


Х=п+ ль 
‚ЕЙ „Пул, ВЕ 


Формулы пишите за чертой справа. 


р. 


5_= 608 х+с08х-1%. 
=. К 


о. Е =: 
Ответ: ном ) 


Решите урав 


$: 


ко 


2-9 


3. Решение тригонометрических уравнений 


$ 


т 1 
ке п-агссо +21 |:2 


БЫ таково ть РЕЙХ 
82 3 


Ответ: ЗЬ п- агссо - 
18-2 я +лА, ВЕ. 


Я №" — эт? х=0,5 > приведите уравнение к виду с03 у =@а 


та : 
© соз2х = 0,5 > с08? ©. зп? а = 608 24 


у 
= 2х = +агссоз 0,5 + 2лЁ >> 


созу=а=у=+агссоза+2 7, ВЕЙ 


". атссоз 05 
© 2х = +218 > 3 


эх +тЬ, ВЕР 


Ответ: +, РЕЙ. 


3102 9+608* @=1 


4 о 
‚ с0зх+608* х==-=81" Х > 
2 совх = а (а|<1Ъ@<0) 
© с0вх4+ 08? х +8? А х=(п-агссоз а) +27, ВЕД 
ссоз и 
ах == 
< совх+1- > с0вх=-= > 223 
2 52 2 
п 
1 лот 
= х=Нп-агосов =)+27®, №7 33 


вала, ВЕЙ 


Ответ: Бал+ал, ВЕЙ. 


ите сразу по таблице (с. 32: 


2. 
2) 3 


Решите уравнение. 


у 
сов (-2х) =-1 3. 560$ 3-0 а |7 
Е ; вы г ие аи 
2. 2с08 [1-в=)-\ 4. сов 5х 2 в = № 
Е 2098 Е 
—- п 
Ответ: 1. Пулььсй. 2. ПП щь, ей В ПИ Вей. к. 
2 9183 о. № 
4. Нет корней. \УОДЗ: 
/ №022 
Почеводуих — ка. ремичя> 
46. 
Решите уравнение 1-2с0$ 3х + со? Зх = й Е 
. у: 


Ответ: Наль РЕЙ. 


если Е х= а, то х = агс4в а + пЕ, Ке 2; 
если #= х = —@, ТО Х = ага + ль, рей. 


если #8 х = 0; то х = ль, Ке 2. 
@ Согласуй корни с ОДЗ. 
[0 Запиптите ответ. 


Решите уравнение. 


1. шх=1,5. 2. ЭМ. 345 2х- 3 =0. 3. бх=0. 


Решение. 
1. х=агс 1,5 + ЛА, КЕЙ. 
Ответ: агсё5 1,5 + ЛЕ, ВЕЙ. 


2.1) 0ДЗ: хеЕЕ при х= 4+2), ВЕ 


2) 3 2х=\3|:3 


р ВЕЙ 


= А ли|:2 
6 


х= ИЛЬ рей 
122 


Корни входят в ОДЗ. 


Ответ; ра +6), ЕР. 


у=14= Кх) имеет смысл 


при Нет ВЕЙ 


2х т ЕЕЙ 


тв Ва 
42 


{4ву-а 
у = агсё8 а+ пи, КЕЙ 


Проверьте корни на ОДЗ: 


и 


4 


Глава 1. Тригоном, етрия : 


3. 1) ОДЗ: хеЁВ при у 48/0) имеет смысл м # 
хаь@+2, Е = Пт, ВЕ в 
:6, ве И 
в тв РЕЙ | 
12 6 

| 2) 6 = 6 и. й -| ву- 0; у-= п, ЕЙ и 

| е6== д х-Ьь ВЕР | Проверьте корни ва ОДЗ: 
| ЕЙ и 
| Корни водят вода т РИ 3 р 
т и 
Ответ: с ВЕ 2. } 


тригономет, 
рев р рических уравнений 


0 выберите нужную для решения формулу и 

справа: запиптите ее 
если © х= а, то х=агосёр а+ ЛЬ, ВЕ: 

если © х=-@, ТО х=п- агсс4Е а+ лк, Ве 2; 


И о О Ам 


п 
если с х=0, то д +тИ, рав. 


@ Согласуйте корни с ОДЗ. 


6) Запишите ответ. 


Решите уравнение. 


1, сих =10. 2. 48 2х=0. 3. вен =) 8. 


Решение. 


1.1) ОДЗ: хЕЕ при х# 7, ВЕЙ 
2) сих =10 > х=агсов 10+, ВЕЙ 


Корни входят в ОДЗ. 


св х=а(а>0) 
х = агсс8 а + ЛЕ, ВЕ й 


Ответ: агссйе 10+ п, ВЕ 7. 


2. 1) ОДЗ: хеЕ при хо ВЕЁ 
если с у=0, 


2) 42х=0 
я 2 
2х=Пул|: -П.Ть ВЕР то у= +1, #8 
$ п#|:2>х мы г 
Корни входят в ОДЗ. ПЛ 
- ы а. 


Ответ; а+2ю, ЕЛ. 


о Глава 1. Тригонометрия 


3. 1) ОДЗ: хЕЁ при ХДЕ, ЕЙ ОДЗ: х ЕЁ при 


2) наем) = \3|:(-3) > 


ухи 25 хя2ть, ВЕЙ 


сё (-0) = -©45 9 
Приведем уравнение 


> и _ 53 (рис. 40) 
3 к виду сё у=а 


2 
если $$ у=-—а, то 
у=П-агссёе а + ПЕ, КЕЙ 
о и 
3 83 

| (см. таблицу на с. 322) 
лай 2пЕ 


— Корни входят в ОДЗ. 


Рис. 40 


5х = пакость, ЕЕЙ 


2 ль Алчаль, КЕ 
2-54 3 


Ответ: + 21Е, ВЕЙ. 


Замечания. 1. Уравнение сё х =а имеет единственный корень 
на интервале (0; л), равный ху = агсс47 а, аЕ В, причем если а > 0, то 


Е п 
Е 0:5 ; если а< 0, то ху Е _ = 
2. Уравнение вида 4 х = а можно привести к уравнению вида 


$= х=а по формуле с а Ре 
$42 х 2 


[С 


{05 ея 
ен 


Уравие 


О м 


| уравнения, сводящиеся к квадратным: 


3 решение тригонометрических уравнений 


Триг 
ригонометрические уравнения 
и 
зучаемые в школьном курсе 


д 1 +с=0 + += 2 = 
} Хх р $ 
п х+65 с ; асоз” х+Ьсозх 2.0: ат хе ох +е 0 


п. уравнения, рештаемые разложением левой части на множители 
если правая часть равна нулю, например: - 
а(этх +6) (созх+ с) =0; 45 х(зш х+а)=0 
|. Уравнения, однородные относительно зшх и созх: 
азшх-+6созх =0 (1-й степени) 


‚9 ; 
азт” х+Ьзштхсо3х + сс08? х=0 (2-й степени) 


Г". Уравнения вида: 
азшх+6созх=С 


у. Уравнения вида: 


зтах+зщбЬх =эшсх и созах +с03 6х = с08 сх 


\Т. Уравнения смешанных типов. 


Решение тригонометрических уравнений, 


сводящихся к квадратным (П 


(©) Найдите ОДЗ. 


ли это возможно) все 
й степени, выбрав 0 


(6) Приведите (ес функции, входящие в уравнение, 
: ну их формул: 
к одной функции, стоящей в 1- дну их фор 
1 
1 12 0: = ит. д. 
т? и =1-с08? 05 с0з? &=1=8 06 сё 9 т 
ному аргументУ. 


22% к. 2 
совх=Ь {$еХ=Ь яп хХ=Т, 


8) Приведите все функции К од 
Введите нужную замену: эшя=Ь 


2 2 
0 х=Р или =. 


И а о Ко 


382 


УЕ + 1 
(5) Решите полученное квадратное У 2 


тельно #. 


(6) Решите одно из уравнений эшх=Ь. 


$8. Решение тригонометрических уравнений 


Решение. 


п.3 
1) од: [а 2'2 *| 
2) Приведем все функции к одной 


функции: 
озш? х=с08х-1=0<> 


с05 хв1-Й степени 
12 
$11° 9 =1=6082 © 


2-2 Е г -_|= {— 
>2-с08? х)-совх-1=0 те х-созх 1=0] (1) 


3) 2008* х+совх-1=0 

4) Пусть с03 х = В -15#< 1; со? х=Р | 22+Е1-0 

_-65+=УР _-1+1+8 
2а 4 

ЕВЕ 


1,2 


=-Ъ -1е — 1] 
1 
созх== 
2 


совх=-1 
ИЯ созх = т, х=+агссозт+ 27, 
х ==—+28, ВЕЙ 

3 РЕЙ 


х) =п+27А, ВЕ Й 


Е 
агссоз— = 
2 


пря 


а) пусть # = 0, тогда х; = 


л3 
7) Согласуем корни с отрезком ха ва 
о 


2 
л3 Е 
аа 2 в} жа = П+21 
-3 2-2 


6) пусть Ё = 1, тогда хз 


ва >) 5 
12 


Поэтому другие значения (= В 


9 0 (ЕР) 


.) испытывать не надо. 


Можно отобрать корни другим путем, перебирая значения 
Е=0; +1; +2;..., пока не получим корни за пределами указанного 


промежутка. 


3. ЭМ. Рентите уравнение 2 со5? 4х-6с0872х+1=0. 


Решение. 
1) ОДЗ: хЕВ 
2) 2с03* 4х-3(1+с0$ 4х)+1=0 
2соз? 4х-8-3с084х+1=0 
3) 2052 4х-3с084х-2=0 
4) Пусть с0з 4х =; -1$51<1 
р тоя 1-5 
+= с0$ 4х ОБЕ 


6) сов 4а ола] :4> 


пл 
=+—+—А, РЕЙ 
ЕР 971 


пл 
: +-+-Й, ВЕЙ. 
Ответ 612 


Приведите функции к одному 
углу (4х) 
2с05° © =1+с03 24 


2с05° 2х =1+с08 4х 


_ 5+ _ 3+/9+16 _ 
Ъ2 — 2а 2 4 — 
_ 3+5 
==” 


= = 
не [-; 1], 6 Е[-1;1] 
созу=-—а 

у=-(п- агссоза) +2, ЕЙ 


[)- 
агссоз| -— |=—П 
2) 3 


РГА 


шение тригонометрических уравнений 
й 


Зе 


‚ ЭМ. Решите уравнени Ш? 
1 е 2510" 2х = (созх +31 х)?. 


Решение. 
1) 0д8: ХЕВ 
‚ ше Е 
^^ аз? 2х = (08 +8 х)" > 
2) 21 ) (с08 х+зщх)’ =1+эщ2х 
разви 2х =1+т2х 
\ 3) оз? 2х-зт2х-1= 0 
4) Пусть втах=Ь || <1 22 -+-1=0 
| 22 -#-1=0 _ ‚ о ЫЕ ЕЬ 1+3 
1,2 — Ее. 
) 1=9щ1 2х Е 4 4 
| а 
= - . 
3% о т. 
п и или - = 8 
зш2х =1 1 _^ 
эшах=-= п 5 
| зту=1=>у=5 +20, № 
Гзт2х =1 зшх=-а 
| 0 > = (1) агсэйп |- о 
ВЕ ЕСТ аговш тв, №е2 
: 7 ь говне 
Е 2] 6 


хелп] :2, ПЕЙ 
2 => 


ве +яй| :2 ВЕ 2 


Г 
х=—=+лп, ПЕЙ 
7 п, п 


х=(-1) Е РЕЙ 
р ПУ 


ть 2. 
Ответ: елл, ПЕЙ; в тя ВЕ 


р 4= х имеет смысл при 


п од3: ЕЕ, ‘если х* 5, ВЕЙ 


НЕ Е . 
2) щх+Зеш = 8 т чех #0 2. 


м х+Зоих. 4ех-2 Зв х=0 
ва? х- 2+8 0 


3) Пусть Е х= 1. —— - 

6 | 2—2 3+3 = 0 (#-/3)*=0 а?—2а5+5? =(а-5}? 
ф=4х, ЕВ и =. а=ьь=. 3 

2 а щх= а, 

ЕВ ивы : ВЕ ег 


п 
5) Ко =: 
) Корни 8 


2 


Пулее ть, ВЕ \ат 
3 2 


ум 


с05 2х 0: 


иль тей, ВЕЙ. 


ние тригонометрических уравнений 


$ 3. реше 


ея 


левой части уравн 1 


ли (1) 


и @ Найдите ОДЗ. 


@ Перенесите все члены уравнения в левую часть 


@) Разложите левую часть уравнения на множители 


@ Приравняйте каждый множитель (не числовой) к нулю и решите 
полученные уравнения с учетом ОДЗ. Учтите, что а`6=0, если 
ы 
а=0 иб при этом существует или В = 0 и а существует! 


(6) запишите ответ. 


1. Рептите уравнение ($5 х- №2 зше] бе 


Решение. 


1) 0ДЗ: хеВ при х* от, РЕЙ. Левая часть этого уравнения 


уже представлена в виде произведения множителей. 


щх- 8-0 == ото 1 о ОД 
х => 1> Ь=0 
10 о зту=-а=> 
д > у=(-1)"" агсзшт а+лл, ПЕЙ 
ы шх=т х =агов ттт ПЕЙ 
ЕСО лА| -3, ВЕ 7 > 
3 6 
т 
йе зе, КЕЙ 


Зачек равны). 

1) ОДЗ: хЕЕ 

2) Зэт2х = 4с0зх <=> Ззш2х-4с08х =0 <> 
© бзтхсозх-4с05х =0 <> 
<> 2созх(8зшх-2)=0%> 


и 
Х=-+ЛЕ 
созх=0 


>| Ззшх-2=0%> И. =>. 
3 
ХЕВ 


ХЕВ 


Г - 
3. ЕГЭ. Определите число корней уравнения о 


$7 хсоз5х +зт5х = эп бх на отрезке Е = - —- 


Решение. 
5 
1) 0ДЗ: хе Е 5 при {5 х существует 


ИЯ 
ХЕЛП, ПЕЙ 

т п 8 о , 

Пул, Е=0; 1, Хх; х* 
27 р) оп 


ц 
шх Е . : 
91 овбх+зт5х = т бх | -созх > а 
с05х ЗЕ 
2 плсов5х +0859 5х = зп 6хсозх > эп 0.созВ + созыв = 
© зтбх = этбхсозх <> о 
© зтбх-этбхсозх =0 <> св 
© зтбх(-с08х) =0 > 2-50 о на ОДЗ 
этбх=0 
созх=1 
> 
п 3 
ХЕХ Е-П 
2 Я 


Е ВЕЙ 
х=2лп, ПЕЙ А, 


9 ==. =— . 
Я 
© Е=7; 4; 5; 6; 7; 8; 10 — всего 1 корней 


5 
: х> ——Л |. 
Ответ: уравнение имеет 7 корне" на отрезке | 3 | 


таня) 


Ко ЕТУ Рос ц 

$ еХ . 
Решите уравнение. С 
1. 2зт? ифзтх=о в 


2. шх: п х=0 


Ответ: 1. ль, ВЕ 2; (-1)"Н а пп, ПЕД. 2. ль, ВЕД. 


Ио Иа: 


(Г) Найдите ОДЗ. 
(2) Приведите исходное 


(8) Раз; ия 1-й степени на соз х = 0, уравнения 


5 
и 


зле чшх=т (1-й степени) или урав- 


реа 


=0, но это невозмож- 


. (Если созх=0, то 


Решите уравнение (1—3). 


гь2о а 
1. ЭМ. бал хз хсозх — со х=0 


Решение. 


1) 0ДЗ: хе В 


.5Я - 2 
2) 681’ х+811605Х— 05 х=0| : со? х#0 


бехчиЕ 120 6? +1-1=0 
3) Пусть {4ех=Ь 1ЕЁВ, тогда: += 
==) 
а 1 ге — 
3 = : _-1=\1+24 


1 
х=агсе +, ВЕЙ 
г. 8 
4 х=та 
х = +агсё а+ Е, ВЕЙ 


агс&е (-а) = -агс&5 а 


чения 


Я = ато + ЛЕ, ВЕЙ 


зе 
Ответ: агат д, ВЕ; -агсв о + лк, КЕЙ. 


> оп, то запи- 
Еели в правой части уравнения 2_й степени есть число "› 

2 те его в левую 
итеего как п(зш” х+ со? х)= пз? х+1с08 Х, перенеси у 


днородное. 


ч 
асть и решайте уравнение как ° 


И С 


1) одз: ХЕВ 


: Я 2 
2) 4соз? х-2штхсозх = вт? х+с03° х > 


Е ро р 
<> 3с03? х-25т хсозх-5т х=0]:с08 0 <> 


> 3—245 х-ш?х = 0] :(-) => Чех+2 х-8=0 


3) Пусть 2 х=Ь Ее В, тогда: 
+=-8 


8 —о= 
| +2#-3=0 _ и: а 


г 
—- +=е©х 


№ х=- 
= х=-8 
#х=1 
х = -агофе З+лЕ, ЕЙ 


> д 
к ы ВЕЙ 


НЫ =-2 1=-3 
> 
1 =-3 =1 
#х=—а 
х =-агс$5 а+лЁ, РЕЙ 


$7 х=а 
х =агс 5 а+лЕ, РЕЙ 


Ия 
агес 1=— 
=. 4 


Ответ: ть РЕЙ; —агс{; З+лЁ, РЕЙ. 


3. ЭМ. 9605 х- зи‘ х-2т2 2х 


Решение. 
1) ОДЗ: хЕВ 
2) 9со5* х—зшт4 х-2зт?2х=0 
9603“ х—8зш2 х- 05? х_ 


1“ х=0|:с05‘х#0 


0 = 
+8? —9-0 


т 2х = 23т хсозх 

: 2 ы 
(512х)' =4зш? хсоз? х 
однородное уравнение 4-й степени 


хот, РЕЙ 


$3. решение перигонометрических уравнений 


че? х=у, у> 
3) Пусть №8 х=у, у>0 и 
о ы М`\ =-9 
= х у =12х $48х= +а 


ых =1= 48 х=+1 


х=+атс 1+7, РЕЙ агоб1=. 


ВЕАЛЬ, РЕЙ 
4 


Ответ: у ЛЕ, КЕЙ. 


4. ЭМ. Найдите все решения уравнения 


резке [-л; п]. 
Решение. 
1) 0ДЗ: хеЁВ при 


хват +, РЕЙ 


2) (2с08 х+ зщ х)*2 = -(соз х-Тэш х) 
4608 х+2зт х+с08 х=Тзш х=0 


беовх-5зтх=0|:5608х#0 


Найдем п: 


п я 8 
< к а <—т 
ав 4} тя 4 


Если п=0, то ха дет]. 


3 : 
Если п=-1, то В =ате[-9"] 
4 4 


Ответ: сы д 
4 ) 


ть 


у*-9, т. 


> 
с 


агсфе (-а) = -агся а 


2с08 х+зш х 1 
созх-Тзшх 


1) созх=7эщтх|:с08х #0 


= х=В шх-т 
х-агобат ть ВЕЙ 


ас 
2) —-=— >аа=6с 
) а 


ших ели, пе РРР 

—п 3 от 

3) Отберем корни ху Е [-л; 7]. та® ее 4 
Т 


бра 0 (пЕЙ) 
27-4 


272227722 
пх 


ИН О 


и 


=-— на от- 
2 


Решите уравнение. 
1. 25эт2х =3е082х о 


$3 решение тригонометрических уравнений 


а 


= =с030, если а 
2 м › 

и = 
Го) . ь 
=== 311, если | 

а’ +6? : а? +? 


@ Найдите Ф по таблице или через 1 Ф в считая, что фЕ[0;2л] 
а И. 


<1 


п 3 
—; ФЕ ЛП. 
9? 2 


. % (5 
6) Решите уравнение соз ф з\п х+ п ф сов х ==: 
\а? +6 


с 
п. 
212 
а’ +6 
с 
х+Ф=(-1)" А ПЕЙ 
а? +6? 


- с 
(@) Запишите ответ: (-1)” агся ея —ф+лл, пЕЙ. 
а’ + 


ры 


ыЫВ 


Решите уравнение (1—2). 


1. Зэш х+с08х =2. 2. оз 2х +3608 2х =2. 


Решение. 

и м хХЕВ ь азтх+60608х=6 
2) /Ззшх+созх=2|:2 < 
) УЗэш х+ ео а_ в 


ша 08 2-19 те 


Глава [. Тригонометр, 
Я. 


применяем П способ 


Уа? +6? = 3+1=2 


811 06058 +608 0.51 В = 811 (+) 


эту=1 = +2лй, вер 
> 


хай, ВЕР 


—- Ответ: Е: 21Е, ВЕЙ. 


_ 2.) ОДЗ: хЕВ 
в вин, 


Ре 21 12 3 
= 2) Пусть ИИ в применяем 1 способ 
= х; Хот, ВЕ 
3) Тогда 
2251812) 
9 .. 2 :2 2 _ 2 
а |- а ++ ее Зе =2+2Р _ 
1=шх = х 
5 -4-1-0 [1-1 221 ах? +6х+с=0, 
> =. = с или 5 
те 1=шШх 1=шх если а+6+с=0, 
ыы 1 
#х=1 та па ПЕЙ то м =Ь х=< 
> <> а 
шх=-- Е 
5 == ар ЖА, РЕЙ 5-4-1=0, то 
1 
Корни входят в ОДЗ. Е Н=Т, к 


и. агсёе (-а) = -агсёЕ @ 


ат: 


шение тригонометрических уравнений 


п 
Проверим х т ПЕЙ: 
озшт+3 05 п = 2—>-3=2 — ложно. 


Е п, 7: 1 
Ответ: пп, пей; агеьЕ 52 ВЕЙ. 


Замечание. Уравнение азшх+6с0зх=с можно начать решать ь 


та ах 
енойзт х = 2815.608, с08х=с 2х 2х я - — 
и г В Бис свш" 5 +с605° 5. 


Применив преобразования, получим уравнение относительно = ь 
Э 


Решите уравнение. 
$ Взт2х-сов2х = 13. 2. бэшх+5с0зх=6. 


Ответ: 1. п, ПЕЙ. 
12 6_2 


2. Пэт, ПЕЙ; атс +2лл, ПЕЙ. 
2 и 


(0) Найдите ОДЗ. 


@ Перенесите все члены уравнения в одну часть уравнения» 


нения так, чтобы, применив одну из 


( сгруппируйте два члена урав 
В, получить множитель с аргумен- 


формул с0з а+с03В и 31 о 
том, таким же, как у третьего члена у 

4) Вынесите за скобки общий множитель. 
я ОДЗ. 


© Решите полученное уравнение, учитыва 


равнения: 


(6 
® Запишите ответ. 


Решите уравнение (1—2). 
1. созх +603 3х = 4соз 2х. 2. ЭМ. зтбх=зших+ эт 2х. 
Решение. | 
1. 1) ОДЗ: хеЕВ. 


2) (созх +608 3х) -4соз 2х =0 
3) 2соз 2х. с03 х—4с0з 2х = 0 


4) 2соз 2х(созх —2)=0 


; Е =0 


с05х-2=0 


пл 
Ответ: —+-—&, ВЕ. 
га 2 


2. 1) ОДЗ: хеВ 


> 


22 с0з3х— -)=0 


05 х=2 — нет решений 


2) ео 5х-эт х)-зт2х=0 
‚2х -с083х— зт2х=0 


2-0 |2х=лл, пей 


й ( д 
КЗ и ЕЙ 
х 2” п 


г в 
=+—+—лА, РЕЯ 
98 


_ Корни входят в ОДЗ. 


Ответ: я. ПЕЙ; вЫ 
2 9 


1 
[058+ => За +2лВ| :3, вед 


2 
+— 
ЗА РЕЙ. 


0+ м 
с0$0,+созВ = роса. 9-В 


а=0 
ав =0, 
если Е на ОДЗ 
[03 х|< 1 


д 
=—+лА, й|:2 
ре Рей ре | НВ ве 


шо —зтВ = 


Ч—В - +В 
2 


=25т с05 5 


а`6=0, если 

—0) 
Е на ДЗ 
2соз3х-1=0 

1 

3х=— 
с0$ 3х р 
с0зу=т 
у= +агссоз т +27, 
ПЕЙ 


решите уравнение. 
1. зп 7х -япх = с034х 


2. созбх`с08 х=6054х (примените формулу для | 


воза" 608 В) 
п пп тл Е 
Ответ: 1. 3+} о п - 
8 4 18 3 ПЕЙ. 2. ве, В. 


Ват» 

д Решение тригонометрических уравнений 
смешанных типов (УП) 

5] Единого алгоритма решения уравнений смешанных типов не су- 


ществует, но можно преобразованиями привести данное уравнение 


к одному из стандартных типов (-У). 


формулу, позволяющую преобразовать 


1. Найдите в Приложении 
и сгруппировать 


сумму в произведение или п 
члены уравнения (запишите © 

Например: в уравнении эт х 
сгруппировать 510 хэш 3х, значит, н 


+В О-В 
2 


соз— ит. Д. 
о 


роизведение в сумму 
е за чертой), и примените ее. : 
чаш 3х -с08х= 0 ясно, что можно 


айдите формулу 31104118 = 


дая, приведите, если надо, 


=2 91 Аналогично рассуж. 


войного угла или но фор- 


функции к одному аргументу по формулам д : > 
— с08 20. 
1400320 дивы ео 


мулам, понижающим степень: 08 © 


разложить на множители, а правую 


2. Желательно левую Часть 
С 72 
делать равной нулю. 


Примеры 


Решите уравнение (1—4). 
1. Азт Зх чаш 5х -23ш х соз8х =0 


Решение. 
1) ОДЗ: хЕВ 
2) 4зш Зх+зт 5х- 
-В: ет (-х)-+зш 3х) =0 
4зш 8х +зшщ 5х - (-зш х+зш 3х) =0 
Аз Зх + вт бх+т х-вт 3х =0 
Зэт 3+ (51 5х+зш х)=0 
Ззш 3х +2 т 3х соз2х =0 
11 3х(3+2с052х) = 0 > 
эт3х=0 
я с05 2-0 
й. 
в: к. а 
нет решений 9. 


п 
Ответ: З П,ПЕЙ. 


Глава 1. Тригоно, метр 
ия 


о а. 


эт 0, соз В = 


= вы (В) + (@+8)) 


эт 9+ В =2зт ово В 
р 


а=0 
а6=0, если Ея на ОДЗ 


+2082 0+5 082 => 


[соз х <1 


Ни. = с 8 : . 
2. ЭМ. зш? 3х +2 4х =? 5х +12 6х 
Можно решать двумя способами: 
Гепособ. Перенесите. 

Роу часть и сгруппируйте, а затем 


ООО 


= (созбх— —с0510х) + (соз8х - с0812х) =0 > 
РА ответ: +231110хзт2х=05> 

> 25т 2х(вт8х+ 31110х)=0%> 

8х+10х 85—10 _ 


25? 9=1-608 
с050—созВ= 


В > 


=2эт и в- 
е2зт 2х "21 о 


+В 


> и = ав сов - 


с03(-х) = совх. 


УРЕТ- : 


И 0. | 2х = ль, ВЕЙ 
© эт 9х = 5 [9х = пп, пЕЙ > 


[608 = 0. 
1% 


3 ыы ТЕЙ 


р. : 
=—#, ВЕЙ 
& , — 


п 
х=—п, ПЕЙ 
9 


х ба 
= ПЕЙ 


— 
=-В, ВЕЙ 
та 


п 
о тЕЙ 


г 
=—В при 
ЕЙ входит в решение х 7 при 


Е: Глава: Тригонометру, 
О 


х-2 шт _ Охта] 


3. Эм. 4 
Решение. 
1) ОДЗ: хеВ 
) — ^$(х) " ры 
2) 22-х — охатх =. а) =а® = (х)= ф(х) 


а*1 
>2|х-2втх= хат 


3) Решим уравнение с модулем: 
а) найдем корни выражений под знаком модуля: х-2=05х=2. 
ПЕ 2—0 1: 2. : 

6) отметим на оси Ох корни и промежутки, на которые они разби- 
вают ось. 

4) Определим знаки выражений под знаком модуля на каждом про- 
межутке. Рассмотрим промежутки |[-7; 0]; (0; 2]; (2; п]; (п; 2п] (на 
следующих промежутках знаки повторяются). 


знаки зшх + = — + ее и 


знаки х-2 — д = 0 - 2 тп + 2+ х 


а, если а>0 


| В уравнении 2|х-2]зтх = 
—а, елиа<0 


5) Раскроем модуль | -| 


= хвшх| на каждом промежутке и решим его. 


а) -п<х<0; (-; -) — знаких-2 и эт х соответственно 
2(2-х)этх =-хзшх > 4зтх-Эхзтх+хзшх = 045 
> 48тх-хзтх = 0 514(4-х)=04> 


: Х=ЛЕ, КЕЙ 
зшх=0 х=-=п 
> >11 х=4 > 
4-х=0 х=0 
-1<х<0 


6) 0<х<2; (-; +) 
22 -х)зшх = хашх + 4зтх-Эхатх хх 0 
=> 4зтх-Зхзшх=0 = 12(4-3х)=0%. 


ан, 


в)2<#5 1; (5+) 
2(х-2) т х = хзшх <> 2хзшх-4зшх-хешх=04> 
о хзшх-4Азшх =0 <> зтх(х-4)=0% 
х = ЛА, ВЕЙ 
= 


а Е 


зшх=0 
Я х-4=0 


2<х<л 

рл<х<2т; (+; -) 

2(х-2) т х=-хэшх <> 2х зтх-4Азшх+хзшх=0<> 
Зхэтх-Азшх = 0 < зшх(3х-4)=0> 

х=лЕ, ВЕЙ 


эшх=0 4 
е 5х == >22 
3х-4=0 3 


п<х<2п 


4 
6) Выберем из всех случаев ответ: х= З и хЕЛЬ, ВЕЙ. 


Ответ: -: ЛЕ, ЕЕЙ. 


Чтобы применить нужную формулу, иногда поеноы 
1(х) = 0. 


левую и правую части уравнения на 


4 2 х а 
‚ 05 а 16 


1 


| бета 
16 4 


г и) та % 
2) со52хсозхс08—60$— = 
Е —- 4 
Е. х х ш= Е - 
ся ь *с08—| с0$— 11 — |= $1 
— о созх 858 4 й = 
8е 2 — ыы ан 
с0$2х : созх| соз— шт — |= $11— 
2 2 4 
ы .Х 
4соз2х (созхзшх)= т. 
: > 
2соз2хэзш2х = В 
. Хх 
эш 4х =эт— 
4 


зт4х-зт^ = 0 
4 


оао [4-2 [ов 4х = =0 
2 4 


2 4 
вш| 2х =0 
и _ |2х-п ель, РЕЙ 
2х+—=—+лл, ПЕЙ 
соз| 2+2 =0 8 
8 
х-тТЬ ве 
= 5 


= 4 (+20), пЕЁ 
17 


8 
Ответ: — ПЕ, ЕЕ Я; стта+2я), ПЕЙ. 


# 


Умножим обе части 


уравнения на 16зт^ 
4 
х 
1651—#0 
4 


ть ха Аль, Ве 


х=АЛЁ — 


не является корнем 
С 2% 
2608—и—=зш— 
4 2 


по формуле 
211 0.с03 0 = $1120, 


зо -—зэшВ = 


=2зш 


РО 
2 


©и-В  @а+В 
2 

зши=0>и=лА, ЕЙ 

сов =О == +, 


ПЕЙ 


ры ПЕЙ 
ей 19 


Глава [. Тригонометри 


решение тригонометрических уравнений 


$3. 
е уравнений 
решение УР с помощью использования с 
и функций зтх и созх 
ченност с05х покажем на примере. 


Решите уравнение зтх+25т5х-4 = -соз4х 


Решение. 
5пх+29щт 55 -4=-605 4х <> зтх+211 5х+с034х =4 — решение ге 
зшх=1 
можно, если \з115х =1 
с034х=1 


Ия 
зих=15х=5+2ли, ПЕЙ. 


Проверим эти корни для других уравнений системы. 


<лв[ ножи) — ва [б+1олл) =1 — истина 


ое дли = соз(2л+ 8пп)=1 — истина 


Ответ: — 21п, ПЕЙ. 


2 ._ 4 
Решите уравнение созх+с05 2х-зш“ 4х=3 
Ответ: нет корней. 


Решите уравнение. 


1 з1? х+зшх=0 


Глава1. Тригонометр, 4 Е 


6 п) ( 
о И 
2. созх-с082х-зт3х =0 9 Зина Ни? Я 
3. Ззшх-с08х=0 В: и 
4. зах =33щхсоз° х у и 388 ; 
2 Е. # 
п ай 
Ответ: 1. ПЕ, ЕЕЙ; 25, ПЕЙ. 2. 528 п е ыы Ра 
Ре л п ВОВЕ И 38 
—+лЕ, ЕЙ; ——+ 2%, ВЕД. 3. — +1, ВЕЙ. т 
4 р ы 2 6 . р ана у г 
дЕ д 
4. агосов + Элль ПЕЙ; 5, РЕЙ. 8 
| | 
7 ты 7 Прим 
- 5 ы ите 
1. Рентите уравнение: ; т 
эм. 45 х(1-2 т х)-2с08х= 3 ТЫ : 1. 90% 
2) втох=х* 2+2 решен 
103: х 
Подсказка. 1) Умножьте на с0$ х обе части уравнения. к 
2) Оцените правую часть уравнения. а 
2. Найдите наименьший положительный корень уравнения 4зш3хх Поет 
х2511х+2с052х+1=0. 9 =1 
5 
Ответ: 1. 1) в” +27, РЕЯ; 9) 1.2. з. Ответ 


(1) Найдите ОДЗ. Е 


(2) Приведите уравнение к одному из видов зшйх = 7 (4) ‚ созЁх = {(х) 
или фвЁх =1(х) (если оно записано в другом виде). 


Ре ПРИЧеСКих ираенений 


Постройте графики функций (левая и правая ч Е — 
В одной системе координат. асти уравне 
Найдите абсциссы точек пересечения графиков (опустите рае 


дикуляры из точек пересечения на ось Ох и запишите получив- 
шиеся значения %,). у 


Запишите ответ. 
Замечание. Если графики функций, стоящих в левой и правой 


частях уравнения, не имеют общих точек, то уравнение не имеет ре- 
шения. 


Ренгите графически уравнение (1—4). 


1. зах ——_ 
2 


Решение. 
1] 0Д3: хеЙ. 
2) Уравнение уже записано в виде эт Ах = [(х). 


1 
3) Построим графики функций у= эшх иу= о (рис. 41). 
4) х, =1,9; х.=—69 
Ответ: =-—1,9; =1,9. 


Ну ИТаРНТХ 


Ответ: = 0,6. 


_3. совх = Ух 


_ Решение. 

_П одЗ: [0;+©э). 
2) Функции записаны в виде, 
удобном для построения 


графиков. 

3) Построим графики функций 
у=с08х и у= Ух. 

4) хо =0,7 (рис. 43) 


Рис. 43 


Ответ: = 0,1. 


2 


4. созх=х 
Решение. > 

1) ОДЗ: (-е9; +9). 

2) Функции записаны в виде, 

удобном для построения 

графиков. 


3) Построим графики функций 
у=созх и у=х, 

4) ху =0,8, х, =-х =-0,8 
(рис. 44) 


От 


г 


„т поме 
"вании 
|) ОДЗ: ХЕ; [-л; св. : 
3) Уравнение уже записано в виде з зах = #(х). 


4) Найдем абсциссы точек пересечения Ее (рис. 45) 


3) Построим графики функций у=зшх и у=- В 


Решение тригонометрических неравенств 


Определение. Неравенство» в котором переменная стоит под знаком 
тригонометрической функции, называется тригонометрическим. 
Решением тригонометрического неравенства являются промежутки 


ЧИС 
ел (углов) в радианах (градусах). 
Неравенство считается решенным, если найдены все решения или 


ДОК, 
азано, что решения нет- 


Я 


Ор АНЫ 


Глава 1. Тригоно метри 


Решение простейших тригономе а Е. 


неравенств: 31х21; созх=а; шхза 


ОА 


(1) Найдите ОДЗ и изобразите не входящие в ОДЗ значевия х на } 
единичной окружности кружочком (9), например для вх 2а — эк с 
о для &вх=а — это 0; л. ня 

о 

| 


(2) Изобразите значения ана соответствующей оси точкой в зависимости } ди! 
я 


от знака неравенства: если знак < или >, то (®); если знак > или ы о ди 
| 


то (О). Й че 
(8) Выделите промежуток значений а на соответствующей оси 98 


(зтх=а на оси Оу; созх=а на оси Ох; +5 х=а на оси тангенсов; 
&{=х=а на оси котангенсов). 


Например (рис. 46): 


а) зтх> - 6) созх < в) шх<1 г) в х>-1 д 


Рис. 46 


(4) Для синуса и косинуса проведите прямую, параллельную оси 0х 
или Оу, через точку а на соответствующей оси координат. Для тан- 
генса и котангенса — через точку а на оси тангенсов и котангенсов 
и точку (0; 0) до пересечения с окружностью 
о ; 

тметьте точки пересечения прямой (проведенной в п. 4) с окруж 
ностью ( (®) или (0)). к. 
Выделите на ок 
ружности не 
=. дугу — решение неравенства, все точки 
рой удовлетворяют неравенству 


Поставьте а 
- стрелки О (против часовой стрелки), указывающие их 
равление от меньшего угла к большему 


тригонометрических неравенств 


"Назовите меньшее (х.) и большее (х,) значение угла: 
; Т четверть; д или © +27 
П четверть: =(л+ 0) или д-@ 
Ш четверть: (1-0) илил+а 
ТУ четверть: —@ или Эла 
0 Запишите решение двойным неравенством, 
Например: х\ <х< х›, если х1<хо 


Прибавьте к левой и правой части неравенства ТЁ, #е 2, где Т — 
период для данной функции. 


Запингите ответ. 


Замечания. 1. Одна и та же точка окружности может соответ- 
ствовать двум числам — меньшему и большему, стрелки О помогут 


сделать выбор. 
9, Название осей не пишите, так как число х относится к окружности. 


Решите неравенство (1—3). 


1 
т < 
60825 


Решение. 
1) 0ДЗ: хЕВ. 


2) Изобразим окружность (В = 1 и значение 


а= Г. точкой (®) на оси Ох (рис. 47). 
Я 


влетворяющие усло- 
ачения а, удо 
3) Выделим зн 


1; Е а оси Ох. 
вию: отрезок |"? 5 
1 


ем прямую Хо 


Провед 
52. кноести точки (© 


)х их.. 
5) Отметим на окру 
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6) Отметим на окружности дугу, все точки которой удовлетв ряют 


неравенству. 
7) Поставим стрелки О. 


ее: 
В = агссоз5 =} хв ТУ четверти (большее), значит, х› = 21-х, = 


п 5 

9) Запишем решение: З <х< 5 
ля и = соз х период Т = 

1) Перья < +2л, #67 | ы риод Т=2л 


Ответ: Гениь и ри ЕЕЙ. 


2. 4зшхсозх < 2 
Решение. 

1) ОДЗ: хЕЁВ. 

2) Упростим неравенство: 


4зтхсозх < В > 2зт2х < \/2 > 2311 0.с03 = 3124 


в №2 _14 
о 8115-5- =. 
2 2 
Пусть 2х =? 


фах 


3)-7) Решим неравенство (рис. 48). 


030.= 100 
= 
р 


4 
= 


ян в0 ПП четверти — меньший угол, зн и 
‚значит, —(п+0)), а = агевих 


= 
а а 


5 п 
ол 2%, ВЕЙ 


5 
== ь 


п 
4 2 (вТч.). 


5 — 
9) ель пах < +2лй | :2, ВЕЙ У 


1=2х 
5 


*-$ 


зат Я 
зе АЗНЕР 


п 
Па ПЬ ЕЕЙ 


5 п 
вет: | ПЕ- 3+ 
От | 88 пиве. 


НВ 


но тогда 


ечание. Мо В 
Зам жно было угол &, назвать 7 — % т. ©. ты 


9 
угол $ =0+25 т. ©. ъ та 


3. 45 х<2 

Решение. 

1) ОДЗ: хе В при х 
2) Изобразим окружность (В 
пункты алгоритма выполним на рисунке, 
Е, ВЕЙ, К левой и правой 
х< +В, КЕЙ. 


+ пк п+1Е), ВЕ Я: 


= Е, ЕЕЙ. 
= 1) и на ней ОДЗ (рис. 49). 
запишем реше- с 


Остальные 


ние агсс8 < х<пи прибавим ® 
равенства: агссёё 2+ 


Ответ: (агсс% 
4. ЭМ. Дана функция Кх)= 
озх-1).Решите неравен- 


частям. За- 


тем запишем все решения не 


= (45 х+ 1)@2с 

РЕ <0 на отрезке [-® 0]. 

2созх-1 

Решение. ы 

Вместо Кх) подставьте его выраже- 
равенство 


ние в не 
9созх-1 


ство 
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| 2с0зх-1=0 Дробь т имеет смысл при ь 0 
| 
М 1) ОДЗ: хоч, ВЕ2 > 45 х имеет смысл при хе В, 
| хе[-л;0] хот, ПЕЙ 
| д 2с0озх-1#=0 
| Хх +—+2лп, ПЕЙ 1 
| 3 И созх=— 
И - ЗЕ: : 
| <= —+ ЛА, РЕЙ <> д 
| я И? х=+—+2л71, ПЕЙ 
| ая 8 
| хе|-лп;0] О 
|| 


Так как 2с05х-1=0, то дробь можно сократить: 


| (а =+1 ов) 


(2созх=Т) 
И 


<0=>4#х+1<0%#х<-1 (рис. 50) 


пт 
ИзобразимОДЗнаокружности [ промеясуток [-л;0] и точки — 57 


2) Изобразим на оси тангенсов а = —1 кру- 
жочком (О). 

3) Выделим значение а < -1 на оси танген- 
сов (вниз). 

4) Проведем прямую через точки О (0; 0) и 


тТрия 


ЦИ = аи, 


} 


Эт) 
ь м точку пересечения прямой 
с окружностью кружочками (0) на проме- 
жутке [-л;0]. $ 
тделим дугунаокружности, входящую 
ежуток [-л;0]. 


—>_ 
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И) Поставим стрелки о). 
8) Решение на числовой оси: 


м ох 
2 34 
2 9) Запишем решение: к = ие п 
о 3 х<--. 
3 4 


Решите неравенство. 
1. 25щх <-1. 2. 34 2х>-—\. 


5 п пал, м т 
0 Е |-— ; =— ‚ ВЕ. 2. = — ль] 7. 
твет: 1 - мы толи Е 122 7" Е 


тригоно: неравенств 
озрви: око: а 


Ч Найдите ОДЗ. 
2) Решите неравенство, учитывая, что: 

а 1х) > а, то /()<—а или если |/(х)|<а, то -а</(х)<а 
А) >а 


) р неравенство от- 
тзозжктефие ® м ‘ | 


вы Глава Г. Тригонометрия 


(4) Найдите решение неравенства на окружности (выделите дугу). 
| (5) Поставьте стрелки О от меньшего угла к большему. 
| (6) Назовите меньший и больший углы и запишите решение неравен- 
| ства. 
(© Прибавьте к каждому значению решения Тп, пе Я, чтобы найти 
| все множество решений (Т — период). 
| (8) Найдите х и согласуйте решение с ОДЗ. 
(9) Запишите ответ. 


Решите неравенство (1—2). 


1. | 52 < /3 

Решение. 
| 1) ОДЗ: хЕВ при 5х = + тп | :5 А ечысл при 
| п 
хе ВЫ ПЕЙ ыы 

10-952 В=5 


2) Обозначим $8 5х = {(х), решим неравенство 


[Ио |< У: 


—\3 =) < 3 
3) Пусть 5х=ь тогда решаем неравенство 
|= {< М3, используя ось тангенсов (рис. 51). 


авенства |45 {|< \/З на 
прямые через точки 


(0; 0) и (1;—\3), вы- 
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Меньшее число $, = -агс аи ТО 
6) ы 83 = з (ВТУч.), большее число Е =. 
запишем решение неравенств: 


г® п 21 4п 
< — 
3 = Фи: (ТП) 


Второй промежуток получается из (Т) прибавлением л. 


7) Прибавим л&, Ре, к каждому значению # (Т=л для у=шх): 


и, д 
ПЕ-—<4<—+ 
3 Е ЛА, КЕЙ 


Найдем х: 
. Пл Е Ал 
3 3 5 № В) 
8) Согласуем решение с ОДЗ. 
4п 2п Иа п 21 4 


© 

= 

© 

-- 

> 
= 
|= 
—= 

|= 

м 


Ответ: [в ть, ВЕ, или в другой записи 


ан 19)>8 
Гы о. 


в 


иузмьдя О 


_ сео 


вы Глава Г. Тригонометрия 


Покажем решение на оси Ох. 


Теа 
2 


3) Пусть: 1| с03й > (Г) 


1 
03#<—-— (П 
с03 о (1) 


4) Покажем решение неравенств на окруж- 

ности (рис. 52). рае. 52 

5) Поставим стрелки О. 
1 п 

6) Назовем меньший угол для неравенства (0: & =-агссоз 5 =- Е (вТГУч.), 


п 
а больший угол: & -3 (в Тч.), тогда 3 <<. Второй промежуток 


(6. в) находится изнеравенства (1) прибавлением л к каждому значению 8. 


7) Все решения получим, если к каждому значению { прибавим ЛА, ВЕЙ: 


дат, РЕЙ 
Найдем х: З 


ле дь| 2 2-х л+2ль, ВЕ 
2 3 8 3 
8) хЕВ, все решения входят в ОДЗ. 


Ответ: [-бтчаль ал риа РЕЙ. 
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Е 


Решение тригонометрического неравенства, 
приводимого к квадратному неравенству 


Найдите ОДЗ. 
Если возможно, прив 
› приведите неравенство к квадратному, используя 
алгоритм 17. 
(©) Введите новую переменную, например зих=Ь или созх=Ъ или 
а 
4# х=Ь тогда эт? х=#, со х=Ё и 2х ЕЁ. 
(4) Решите получившееся квадратное неравенство относительно #: 
аЁ + +с=0 (методом интервалов). 


5) Решите неравенство зш х=Ц, соз х={ или 1 х=( на окружности. 
(6) Согласуйте решение неравенства с ОДЗ. 
(7) Запишите ответ. 

Замечание. Если аргумент отличен от х (имеет более слож- 
ный вид), то обозначьте его, например, буквой 2, сначала найдите 2, 
а затем х. 


Решите неравенство (1—2). 


1. созх > 2603? х 
_ Решение. 
№ 0ДЗ: хеЕ 


) совх > 2с05° х <> 2со3* х-созх <0 
ть совх=, тогда 05 х=й 


ри" Глава Г. Тригонометрия 
— о 


[с08х|<15>||<1 
> 
й 
| 5) Решим неравенство Примените метод интервалов 
| 
|| О=оовх < 
8 2 
| (© 23 
| на окружности (рис. 53) ит 
| : 
2+ <х< Пол, вер г! ки 
3 2 а 
АР 
Пол, пер | 
о) 3 Ма Ь неа | 
| | | ] 
| 6) Решения принадлежат ОДЗ. \ | ау 
| Ответ: т 73 
-= з 
[ати аля |. Ч+зль +2 |; п, ВЕЛ. з 
2 3 8 2 
Рис. 58 


2. Ззшх> 2соз? х 
Решение. 
| 1) ОДЗ: хЕВ 
| 2) Ззтх-—2(1-з1? х)>0> с05? х=1-зш?х 
| > 23? х+3зтх-2>0 
3) Пусть зшх =, тогда эт? х =? 


4) |212 +3:=2>0 22+3:-2=0 
> _-8+/25 -3+5 
ф=эшх ва Дт В 

1 
2|#-== |&+2)>0 то’ @ 
( : ) А 2 


1 ео 2-3 ]@+2)>0 


_ © ие 
‚\ 


$4. Решение тригонометрице 
ских нерав 
енств 


_ прроонииные- ИЕ 


©, 
1 
2 
5) Решим неравенство на окружности (рис 54) 


вх 51 


п 5 
И << п+2лА, Вер $ 


Ответ: [ети би |, РЕЙ. 


Решите неравенство 2с05* х—созх-1<0. 


Ответ: | Влжали, лчезлй РЕЙ. | 


рафическое решение 


о Найдите ОДЗ. 


Приведите неравенство к виду зтх=Ь, созх=ф или 4х = (Т(в за- 
висимости от того неравенства (1), какая функция дана в условии). 
Постройте графики функций у=зшх и у=‚ у=с08х и у=илиу= вх 
ИУ=Е. 
® Найдите абсциссы точек пересечения построенных графиков (для 
_ Этого опустите перпендикуляры на ось Ох из точек пересечения 
и запишите получившиеся значения 4). | 
В зависимости от знака неравенства определит 
х на оси Ох, где выполняется неравенство: 


е промежутки зна- 


рее Глава [. Тригонометрия 


а) зтх> 1, созх>Ё или #х>+ (при этих значениях х графики функ. 
ций уУ=зш х, у=созх, у=шх лежат выше прямой у=й); 
6) зпх<Ь, созх<Ё или 4 х<# (графики функций у=зшх, У=созх, 
У=%5х при этих значениях х лежат ниже прямой у=8. 
Согласуйте решение с ОДЗ. 
(2) Запишите ответ. 
Замечание. Если в условии указан конкретный промежуток 
из ОДЗ, то решения находите только на этом промежутке. 


Используя графики функций, найдите все решения неравенств, 


заключенные в промежутке [-3л; п] (1—2). 
1. 2созх-\/3 <0 


Решение. 
1) ОДЗ: [-3л; л] 


53 0,9 


2) Феовя < ссовх < т. 


3) Построим графики функций у=с0зх и у= 


хо (рис. 55). 


а 


В : 
05 
= 


я графиков на промежутке 
ам 


из 4 


‚равен 


ори 
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5) Определим промежутки значений х, нак 
, ото 


КЕ: 


у=созх ниже прямой у=-° 


рых график функции 


6) Согласуем решения с ОДЗ: 


"ал х<- 1 
6 


А Ее. 
Ответ: 3п; авт Е "| 


2. 45 х< 3/3 

Решение. 
1) Найдем на отрезке [-3л; л] ОДЗ: 
ох в. ьт 

2 2 2 

2) Построим графики функций у={хи у=-\3 (рис. 56). 
3) Те значения х, при которых график функции у= х ниже прямой 
У= —/3 (включая те точки графика, которые лежат на прямой), есть 


решение неравенства. 


хоть, #=-8;-2-50 


4) Запишем решение неравенства 1 х <-\3 сучетом ОДЗ на [-8л; л]: 


в Глава Г. Тригонометрия 


бы А„«/Э/ССАЖ« 


Все решения можно записать так: 


Пр; нь | если Ё = -3; -2; —1; 0 
Я 3 
п й 
Ответ: (нтв нтв при Ё = -8; —2; —1; 0. 


Решите неравенство (1—4). 


1. 2 зшх+1>0. 2. 212 х-зшх < 0. 3. с 2х <-1. 4. сова] < 


Ответ: 1. [наи Элоли | ПЕЙ. 


йы [ль ты 218; п+ риа ВЕЙ. 


Глава П 


ПРОИЗВОДНАЯ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ 


Производная 


Некоторые сведения о пределе 


В высшей математике понятие предела переменной величины 
является основным инструментом исследования функций. В школь- 
ном курсе изучаются элементы высшей математики — производная 
и интеграл, но понятия предела и бесконечно малой величины не рас- 
сматриваются подробно, а даются на интуитивном уровне, хотя 


символ предела «Ша» используется. Поэтому в данной книге опре- 
+ $: к 
деления предела и бесконечно малой величины дан 
;- 4 , сре 2943 . ‚ К 2 


А : Г 


426 Глава П. Производная и ее применение 
в д—д—д—дд_д——д—_—_—— 


Свойства бесконечно малых величин 


1. Если ©—0, с — постоянная, то с* 0—0. 

2. Если «0 иВ-›0, то «+В 0. 

8. Если и—>О0иВ->0, то а В->0. 

4. Если |9|<1, то 4" —>0 при п -> ©. 

Число а называется пределом (т) переменной величины х„, если 
|=„-а—>0 при п > ©. 


1 
Символически: ших, =а. Например: Ши —=0. 
по —° П, 


Функция у=/(х) имеет предел, равный числу 6, при х а, если 
из условия |х- а —0 следует, что [и (с<) -В > 0. 
Символически: Шт /{(х) = 6. 
х>а 
Числовая последовательность х„, которая имеет предел при п -— ©°, 


является сходящейся. 
Если числовая последовательность имеет предел, то он единственный. 


Определение 1. Функция у=/(х) называется непрерывной в точ- 
ке а, если функция определена в некоторой окрестности точки а 
и ше / (>) = Ка). 
х—>а 


При нахождении предела непрерывной функции у= 7(<) в точке 
а достаточно вычислить (а), так как в случае непрерывности 


а Вис) = Г(а). 
` Определение 2. Функция = Иды называется я непрерывной на 


9 емыц : т. 


ма м 
ОКочваА ©. 
Ко. 


а 
ы. 


$1. Производная 


о 


Формулы нахождения пределов сходящихся функций 


. Пис=с, с — постоянная 
ха 


с 
„. Ни-——=0, с — постоя 
ет нная, те М 


‚и =0 
х>0 


‚Ви (1() + а(®)+...+Щх))= В /(х) + Ш 8%) +...+Н па й(х) 
‚ Ви (7(30) - #(2)) = Ша Их) - Шла 8(х) 
- Ш (с -/09)) 5 с Ш (х), с — постоянная 
Вию" (2) = (в К] 
т 1х) Пт (5х) 


= а 


„Пи =2 ——, если Пт &(х)=0 
х5а8(х) Ита(х) х>а 
х>а 


Грош | 


1. Найдите предел функции: 
1) шп -2х)(8+55?) 
х—>2 
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2) м ыы. РА, ме 1(«) Е Ши 7(х) 
вх. хэав(х) ШтЕ(х) 
На (1+х) а 
Е Е Ни 2(х) = 0 
Ва (3—х2) ха 
р: Пти /(х) = (а) 
$ | е 0 х—>а 
В 
3) ни +221 к А 
м х2 в с 6 = {6 
з рт В (1(х)+ 8(х)) = 
Ш 4 ыя: 
х—> хх 


= Ши /(х) + Ши &(х) 
х—>а х—>а 


= Пу 


х—>о= ХХ х>ю х2 Вт: =0 
х—> Х 
=4+0-0=4 
;-98 х7 эры 2 Упрощаем выражение при 
х>53 х-3 а 
х-3)(х-+1 х?-2х-3=(х-3)(х+1 


х53  х-З ма, = &=3 


$1. Производная 


—Ва” 
а 
1-9 
п 
В нь - о 


Ь 
59= ыы что и требовалось 


доказать. 


_ —— ик 


Геометрическая прогрессия 
бесконечно убывает, если || < 1 


Ши 9" =0 


п 


|4|<1 


‚8 Ил 
Ни ——=—^_ — постоянная 
‚рее 


3. Периодическую дробь 1,2(8) обратите в обыкновенную. 


Решение. 


1,2(8) = ии чт 8 


10 |100 1000 10000" 
5 
2 0,08 2 0,08 
а =1+— += 
ПОТ. 10 0,9 


р. 18+8 „26 _.13 
+—=1 т 
10 90 90 90 45 


Ответ: 1,2(8) = о 


== |352 = шр=008 


тЫ 100 
ь,=0,008 
Ч=Ь: 6 = 
=0,008:0,08 = 0,1 
0,088. 
0,9 90 


Приращение аргумента и приращение функции 
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2. Приращение функции может у^ 
быть положительным, отрицатель- 
ным и равным 0 числом. 

Геометрическое изображение Лх 
и Ду показано на рисунке 57. 

Приращение аргумента: 


9 
р 
У2 


У 


Ах=х,-х, — разность абсцисс 
точек М,(х.;у›) и М, (хз; и). 

Приращение функции: 

Ду=у›-у — разность ординат 
точек М, (х›;у5) и М,‚(х;и). 


(Ааориты {27 Нахождение приращения функции 


@) Зафиксируйте некоторые значения аргумента х| и найдите 
У: Е7 (х1) для данной функции и = ] (х). 
Задайте приращение аргумента Дх в точке х, и найдите хо=х, + Ах. 


Вычислите у, = (хо) = {(х, +Ах). 
4 


Найдите приращение функции в точке х: 


Ду=у-и = 1 (х, +Ах)- 1 (1) 


функция у=х; Е 
Пк Юыа 


е 


ки 
и 
& 
} ] 
а 


и 
О 


$1. Производная 


3) 2 = (хх, 92 +01 - 020 
4) Ау и =4+0,4+0,01-4_0 
Ответ: Ду=0,41. 
В общем виде: 

для функции у = х? при любом х 


1 = 4+0,4+0,01 
‚41 


и Ах получим и = и, у =(х, +Ах)? 
Ду=у» — У: = (х, +Ах)* —х.2 = +Ах-—х, )(х, 


=Ах(2х, +Ах) = 2х. Ах + (дх)? 


Пребр бы 


Найдите Лу для функции у = (<) в точке хо: 


1. 0) =28. 2, 1(х) = /х. 3. Ко -Ё 


х 


КА =, а? 52 = 
= (а-6)(а+5) 


Ах 


Ответ: 1. Ду=Зх,?Ах+Зх (Ах) +(Ах). 2. дум 
я ы $ хо +Ах + [хо 
АЕ 


8 =. 
(х +Ах)хо 


Производная 


Определение 1. Пусть функция у=7(х) определена на некотором 
промежутке :] из О({) и точки ху и хо +Ах принадлежат этому проме- 
Жутку. Предел отношения приращения функции Ду (или я ) к при- 
ращению аргумента ЛАх при Ах > 0 называется производной функции 


У=1(х) в точке ху. Е 
Символическая запись производной: 


(>) = и где АГ =/(х +Ах)- (хо) или 


у’(х) = ии Ах дх>0 АХ 
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пп ЕЖЕ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖЖ ЖяяЖпЖЖЖЖЖ ЖЖ ЖЖ 


(хо +Ах) — (хо) 
Ах 
(Ах в некоторых учебниках обозначается буквой й). Условные обозна- 


Выражение называется разностным отношением 


чения производной: 
Р(х); Ех); и'(х); 5Их) 

Определение 2. Функция /(х), имеющая производную в точке ху 
некоторого промежутка, называется дифференцируемой в этой точке. 

Определение 3. Функция у = /(х), имеющая производную в каждой 
точке некоторого промежутка Л, называется дифференцируемой на 
промежутке +. 

Дифференциал функции — это главная часть приращения фун- 
кции, причем ду=Ду, 4у=у (х):ах. 

Например: рассмотрим понятие дифференциала на примере фун- 
кции уи=х?. Ее приращение Ду состоит из суммы двух слагаемых: 


Ау=2х-Ах +(Ах)?. При очень малом значении Ах значение (Ах)? ста- 


нет еще меньшим, чем Дх, тогда Ду = 2х Ах ((х)? отбросим в силу 
—— 


главная часть 
приращения 


ее малости). Именно 2х`Дх в данном примере приняли за дифферен- 
циал этой функции и обозначили символом 4у, а Ах=ах, т.е. аи=2х: ах. 


Нетрудно убедиться, что 2х = (>? ) >ау=у’(х)-ах>у’(х)= к. 
«© 


Е ь а 
Получили иную запись производной: у’= = — определение про- 
Е 


изводной через отношение дифференциала функции к дифференциа- 
лу аргумента. ; 
Замечани а Задача вычисления производной ] (х) заданной 
функции /(х) называется дифференцированием и составляет предмет 
ения, ИРЕН. ей задача - — нахождения 
4у = уах — называ- 


$1. Производная 


мет — математический анализ в исчисления составляют пред- 
. Б школе 
(начала) математического анализа вы. о 


Теорема. Если к 
р в функция у=} (х) имеет производную /(хо) в точке 
хо, ТО в этой точке функция 1(х) а 


Замечание. 
Обратное утверждение не всегда верно, но мы будем 
иметь дело главным образом лишь с такими непрерывными функциями 
на их области определения, которые во всех точках имеют производную. 


Дифференцирование 


Алгоритм Нахождение производной функции 
по определению 


(©) Запишите символически определение производной: 


о млнаыАй ле оЗАЮ СЫ 
бы © 


(2) Задайте Ах и найдите /(х +Ах) (в функцию 1(х) вместо х под- 


ставьте (хо +Дх) и упростите). 
©) Найдите ЛА = /(хо +Ах)- 1(хо) и упростите. 


(@ найдите гой и упростите. 
Ах 


ай 
(5) Найдите /’(х) = уе 


(х)=Ех+Ь равна #. 


оизводная функщии } 
Дано: 1(<) = Ех +6. „дай {«НА 
Доказать: |['(х) =. 


| чт 
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Доказательство. 
хо +Ах)- (хо) 
Ах 
2) Зададим Дх и найдем /(ху +Ах): 


о о-ва, 


(хо +Ах) = (хо +Ах) +6 = Ехо +ЕАх+Ь 
3) Найдем Д/: 


ДТ = 1 (хо +Ах) 1 (хо) = Ехо +ЁАх+6-Рху-В=ЁАх 


4) Найдем — ав Е А. 
Ах’ Ах Ах о 


5) Найдем {": /’(х) = Ди Ау. Пт В=А. 
>0Ах 24х50 
Получим (вх+5) ЕЁ, 
Если (Ёх+6) =№, то (№х) =Ё и (5) =0. 
Применим полученные формулы к нахождению производных 
функций: 


1) 3х-5; 2) ->+5 3) 7х; 4) — 5) х. 


(вх+5) =В №-3 


(вх +5) =Ё; ВЕТ 


$. Производная 


Найдите про 
д роизводную функции по определению 


7 _1 
И У=х . м. Ут. 3. К 


435 


Ответ: м. 2. 2. ее 3 — рр” 
П ОИ. 
водные № 
р звод всех еее ф нкций мож, 
| но наити по опре 


Формулы дифференцирования 


(вх+ ь) = 


вх+0) _Ё 
ты С, 


(Е х^) = 2х 
(вх 5’) - = Врх +)" 


р = вич) 
в 


ртов ПВ 
А . 
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й / 


11. (созх) =-эзтх (соз(Ёх +5)) = -Ёзикх+Ь) 
Е 
соз?(#х+5) 


Е 
зт?(х+5) 


1 (в(х+5)), ы 


13. ы (сё (вх+5)) == 


/ 


ПИ Е) = Рей 


й 


15 (“) = Ва * па 


у Ё 
16. (1(х+5)) = ЕЯ 
Е 
(Ех+6)ша 
Производная сложной функции (аргумент которой отличен от 
(Ах+6)) находится по формуле 


и 


(1(&(х))) = (ах) - а’) 


Пусть /(х)=и, Во, ши непрерывные и дифференцируе- 
мые функции, тогда для них верны формулы: 


ПИ ВЕ (ов, (вх+5)) = 


6. (=?) = ри" +и’ (реЕВ) 


та (“) Се и” 


8. (е“) =о "ша-и’ (а>0,а*1) 


$1. Производная 


_ о. 


Правила дифференцирования 


1. (1(%) + &(х))' = [’(х) + &(х) 
2. (1(х) - 8(х))* = Г (х) - 8 (х) + 8*(х) - 1(х) 


74 


ь [= Го): 8) -в“х)-Кх) 
° &(х) 8*(х) 


Все производные функции /(Ёх + 5) можно находить по правилу 
производной сложной функции: ([(Ёх + 5))' = [’(Ех +6) : @х+Ь)’ = 
=!’ (Ех +6). 


@) Найдите область определения функции р. ь 
Упростите выражение, стоящее под знаком производной (если 
возможно). А 

и выбе] 
Определите, какое последнее действие в выражении, рите 


нужную формулу в таблице производных по и ы - м 
енцировани 
сложная, то примените ам ее . и йе 6 $ 


\ Функции. 


апишите эту формулу рядом 


с примером за к. иг 


твие и повтор й 


Глава Ц. Производная и ее применение 


Примеры 


Е 1 
1. Найдите производную функции: 1) г: 5; 2) (1-2х)6; 3) 3/2х+7 
Е 
Решение. 
ПР®=(С о; 0) $ (0; +©э) 


и 


1 1 а 
к |= С И 
(=) [5 ет" 


2) Р(у)=Е } 
з (х+ь)") = пех)" 
(@-2х)°) =-2-6(1-24)5 =-12(1-2х)5 За 6 
3) Р(у)=Е 2 
’ 1 Е 2 Ча к а” 
== Ч — й 
(42х+7) = [вет о "Зита (х+ 5?) = Ер(Ёх +5)" 
2 


р 3 (@2х+7 


Яо: р 


2 


З9(2х+1)? 
2. ЕГЭ. Найдите производную функции у=хзшлх. 
Решение. 
Х,ЕВ 


И’ =(хэшх)’= 


5 
Ответ: 1) 5 2) -12 (1-2х)5; 3) 
2: 


(и г 5) =и’о+ о’и 
(х) =1 


Е =) = созх 


С ЧЕ 


$1. Производная 


о 


3. ЕГЭ. Найдите значение производной функции /(х) = 3х6 ш х 
в точке Хо = 1 


Решение. 
Оп х) = (0; +оэ) 
2) 1х) = (3х? -6шх)' = Е : 
Че (7% (и-о) =и’-0’; (вх) =Рпх" 1 


: : 6 * 
= (3х?) -(6тх)’=6х-— (с-шх) =2 
9 х 


3) =6-1-7-6-6=0 


Ответ: |’ (1) =0. 


4. ЕГЭ. Решите уравнение }’(х)=0, если [(х) = (3х2 +1)8х2-1. 
Решение. 


020 =ЕВ 
2) /(х) = (3х? +1) (8? -0)=9х* -1 (а+6(а-=а?-й 
3) Ро = (0д* 1 =(95*'-@) = 3652 -0=364° | (и- о шо 
4) 36х3 = 0. = 0 (= ) =. жа: 
() =0 
Ответ: 0. 


Хх 
= =——— в точке 
5. ЕГЭ. Найдите значение производной функции У= 


хр + 


у ОЕ (Сео аз+ею) у | 
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ое 


1 1 
3 я 0 =- === 289 | 
паитеть ^ 
Ответ: у’(0)=-1. я 
в х‘+х3 +81 
6. Найдите значение производной Би 


Решение. 
И БФ =(-е5;0) 4(0;+оэ) 
2) Еж ы т я = 
х Е ина 
=х2+х+81х? 


3) у’= (2? +х+81х2) =2х+1-162х 3 = 
241-102 
х 


4) РВ) =2- 841-57 =6+1-6=1 


Ответ: }'(3) =1. Е 
п } г 
аа 


х?. 


7. Найдите производную: 


8 


ужа. 


в точке х\ = 3. 


а+6 а Ь 
ииеникие —+— 
с СЕ 


5х существует при х>0 


а $ ‹ 
‚ — имеет смысл при > 0 


ав” 


$1. Производная 


8. Найдите производную: вы 29 
3х +7) ° 
0ДЗ: хе В, зш 3Зх=-7 
= 2х й : Ч уе 
2 28 6 ) ` ($1 3х+7)- (5 3х+7) -5?* (= и. .. и 
1 3. +7 ь 2 = й 
эт 3х (311 3х +7) ок 
Е а ) =ва” ша 
_2-5*" 5 (91 3х +7) -Зсоз 3х. 52% () -0 
Г (т 3х +7)? у 
_ ела 5 в. 3х+141 530585) (себ) а 
Г (эт 3х +7)? (вх+5) =Е 


52 (211 5 эт 3х +14 ш 5-360$ 3х) 


Ответ: - 5 
(зш 3х+7) 


Найдите производную функции. 
х8 +2? —1 —50" 


х? 


1. уебх-а2 а. 2 = 


Ух 


1-2х° 


3. у=х? -зшх. 4. у= 


. , 2 ’ = 22081 
Ответ: 1. у’=б-2к-х. 2. У шт 3. 4 а 


м же 


1+2х } хе 
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Решение. 


1) О(зшх) = В, /(х) — непрерывная, имеет производную 


й / 


2 у= [в[=-2 ы Чо 4 :-" (51 (#х+5)) = 


к Е 


Ответ: (= :)- 2.3. 


= В соз(Ёх +6) 


10. ЭМ. Найдите производную функции /(х) =” созх. 
Решение. 


и 0()=Е 


у 
— х. = —- 
2) {/(х) = (/ совх) = и=е ; и=созх непрерывные 


и дифференцируемые функции 
= (е”)’созх+е” (созх)’ = 


у 
(и-о) =шочии 
у 
ох 
=е* (созх-зшх) = \/2е* соз [2+] (е ) Ее 


й 


=е” созх-е” зшх = 


(созх) =-этх 
2 п 
со8х-зшх = \/2 с0$ (===) 
Ответ: у’ = М2е* соз Ё +: «) 


РЗ вси 


2 Вомдреыноча 
в Е нае: 


$1.1 'роизводная 


44 


3. ЭМ. 7(х) =бэтх+ 4х в точке ху 


шх 
4. ЭМ. у=—— вточке х, =1 
тт 


Ответ: 1. (=) 0. 2. 7 (4)=16(314+1). 3. г (==, 
4. (1-1. 


Замечание. При нахождении производных надо нахо- 
дить О (7). 


я =- 
11. Дано: = т 53 5е 


Найти: [(х). 
Решение. 
И 5(Г) = (-2;+©э) 
2) Упростим [(х): 


Е 
Е ен 4 ШУ _ п 
5 5 = (х+2) 4 —5е 5 ее +в" = (Вх +0) 
х+ 


В. (вечву) - = пвх +6)" " 
9 (>) = жет в | = 


вх+6) _К 
. с 
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444 
12. Дано: [(х) = («-З)х. 


Найти: значение х, при котором [’(х)> 0. 
Решение. 
1) 2) = [0;+°э) \/х имеет смысл при х> 0 


/ 


В а) = | 6-9 6-7 


1 


уа=аа; (ь/) = 


5$ 
2\/х 


аа” =а”*” 
й 


(=") пх" 1 


-_> 

Г) 

если 6>0, то а>0 
Ух: х-1 : 
—_—__>0 аи Б одного знака 


о РТИ 


х>0 
/х>0 
&>0 
&>1х-1>0%> =х>1 
ж>1 
х>0 х>0 


Ответ: [(х)>0 при х>1. 
13. Дано: {(х) = шт? 2х. 
Найти: [(х). 

Решение. 


Пр(Ф=Е 

[(х)= (50° =>) =, Последнее действие — 
=Ззшт? 2х (вшт2х) = 
= 3112 2х 2соз2х = 


возведение в степень 


2) (“ ) ЕНи и .; п=3; изв ах 


х-с032х =Ззш2х-зш4х (811) = соз(Ёх) 
‘(х) =Зэт2х-з114х. | 3120, = 2511060805 &=2х 


| Производная 
| 
9х | 
6 2..3 
| 14. Дано: у = т“ (х” -1). 
ом \ Найти: у’(2). 
Решение. 
1) Ру) = @;+°э) 


11 1 (х) имеет смысл, 
зу = *-1) =204* (ве -1)) = |°977/69>0 


> х3-1>0=х>1 
= 211 (3 ме = = =211(х° —1) и = нение 
х°-—1 х*- возведение в степень 
6х? ш(х? —1) | 
Е (м) =ли” и’ 
3 
З) и: и= Ш (х°-1) 


8—1 7 Е 
(ши) = ы 


Ответ: у’(2) = и ь 


’ 


1 3 рии 4—3х)') ; 
1. Найдите производную: а) [5 № не +1): 9 ( .. ) 


я 
и воыы 

( Г ав зы нееерыеноияс ь аи 
8) (з1(х -3)-шА-2х)). 55 мою маны 
ро: ] :а) (= "(х) > 0, если 
| 2 Най х, при и = и р 
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паре -ка. рем 


1. Найдите, при каких значениях х для функции /(х) = (х+ 3) (х — 4) 
выполняется условие }’(х)=0; [’(х)>0. 

2. Найдите /"(х), если /(х) = соз" 2х. 

3. Найдите значения производной функции (а) = е* 1(2х-1) 
в точках, в которых значение этой функции равно нулю. 

4. Вычислите 1(х)+/(х)+2, если /(х) = хзтах, в точке х=л. 


Ответ: 1. [(х)=0 при х =-3; >: 4; 1^(х) > 0 при хе (-со; -3) у 


[-* я и (4; +0э). 2. {/(х) =-8с038 2х -зт2х. 3. /(^)=0 при х=1, 
т —2=°. 4. Зина, 
Геометрический смысл производной 


Определение. Касательной к графику функции у=/(х) в данной 
точке Му(ху; у) называется предельное положение секущей ММ 


при движении точки М, по графику к точке М о (М, > М.) (рис. 58), 
т.е. при Ах -> 0. 


А 
4 Фи ф > а при М, > М., Щи ф - а, 18а = 7’ (хо) 
МоМ, — секущая 
МоК — касательная 
ф — угол, образованный секу- 
щей с положительным направле- 
нием оси Ох 


0 — угол, образованный каса- 
тельной с положительным направ- 


ение функ- и: 
®. яна реа БЕ 258 


$1. Производная 
447 


Значение производной к 
Функции в точке М о(хо;Уо) равно угловому 


[ 
ь коэффициенту касательной, проведенной к графику функции у= /(х) 
в этой точке. В этом состоит геометрический смысл производной. 
Це Ка = Г (Х) = 18а (© — угол, образованный касательной с положи- 
| “ тельным направлением оси Ох. Если Ё > 0, то — острый угол, значит, 
ть 41 4> 0; если Ё<0, то © — тупой угол, значит, $5 4<0). 
Уравнение касательной: у= Ро )(х- хо) + хо) — это уравнение 


ие, прямой у=Ёх-+Ь, где (= и — точка 


Нахождение уравнения касательной 
Алгоритм к графику функции [(х) 
в данной точке (х%; /(хо)) 


© Запишите уравнение касательной: 


1) = (ххх) +1 (о) 


(©) Найдите /(х). 

(8) Вычислите (хо) = Вас (подетавьте х в формулу 1 (<))- 

@ Вычислите /(хо) (подставьте хо в формулу = 1(%) ). 

(хо) и {(%о) вуравнение касательной (п. 1) и упрос- 


5 Подставьте ху, 


тите. 
Запишите ответ (у=#х+6). 


Г 


Дано: 1(х)=е”; хо =13. _ 
1 В. в точке хо: = 
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О, _`_`_——8——з4,=—.„_„—— 
Решение. 
В = (ж) Ес = О геометрический смысл 


2) () ‚ | производной (ем. стр. 449) 
х)=|е 2 


Еве = йа) =/’(п3) = е3 3 ава ЖИТ 
Ответ: Е =3. 


2. ЭМ. Дана функция /[(х)= (х-1)? (х-2). Напишите уравнение 
касательной к графику функции у = /(х) вего точке с абсциссой ху =2. 

Решение. 
В у=/ (2%) (< - х)+ (ж) 

- — 2 — == 2 — — — 
Е. 58-27 +х-2х2+4х-2=48 4х? +5х-2 
= (х°—4х“ +5х-2)' = й : 
п п-1. Е 

= 3х? -8х+5 (х") = пах"; (с) =0 
3) 7’(2)=3-4-8:2+5=1 
4) 1(2)= (2-1? (2-2) =0 
5) Подставим х =2; {’(2)=1 и /[(2)=0 вн. 1 
у=1(х-2)+0; у=х-2 


Ответ: у=х-2. 


3. ЭМ. Дана функция /(х) =3+5х+3х?. Найдите координаты точ- 
ки ее графика, в которых угловой коэффициент касательной к нему 
равен т. 


рвы 1(%<)=3+5х+3х2; в. =-7. 


и: г Аб) - == ый касания. 


ы $1. Производная 
шв“ 

2) (5) =6% +5 =-7 > 6х, =-12; р 

3) = хо) =К-2) =З+5- (-2) +3. (-2)2 = 3 


| Рас ==й 
= 10 ат 12 = 5 
| Ответ: А(-2;5) — точка касания. 


(>) 


1 . 
4. ЭМ. Дана функция /(х) = Бе +5х? -1. Найдите координаты то- 


Е чек ее графика, в которых касательные к нему параллельны оси аб- 


ча ецисс. 


1 р 
Дано: 1[(х) Ра +5х2 —1; [, — касательные; 1, |Ох. 


ЗЕ 55 35 +9 У 


Найти: координаты точек касания. 
Решение. 
1) Если 1, |Ох, то &=0 


й 


№-): 
2741 


1 Е =!(хо) — геометрический 
, 3 2 
иго [= ых - ‚| = смысл производной 


=>) +522) Ц = =? +105 


Э в, =0=х?+10х=05х, =0; х› =-10, где их, — абсциссы иско- 


мых точек касания 


4) Иа) = (0) =5-0+5-0-1--1>4@0 


1 
000 ео ола 
Из) = Исто =-6 т +5-100-1= 883 


2 2 
=165— 210:165— 
ри 8 10;16 г] 


у 


+ 2 | 
.165- | — точки касания. 
же В касательной к графику функции 


> вьте уравне 
. зной прямой. у=27. — 
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Решение. 
1) Уравнение касательной: 
ВИ (хо (< хо) + (хо) 
2) Найдем }'(х): 


[’(х) = (Ме +2) = = 


Задай ча 


зе Ух 


3) Найдем хо из условия /' (ху) = 2 


Ух = 
&х =1 
е-® 


Ух 


деве 


Р(у) =[0; +) 


! Е 
Р Ще 
(=) = 
Г’ (хо) = Й кас 
=: (2%) = 2 
Е, =А,, если в|Ь 


4) Вычислим /(хо): (хо) = (0 =2.+1=3 


5) Подставим значения /' (хо) = 2, хо =1, 


тельной: 
у=2(х-1)+3=>у=2х+1 
Ответ: у=2х+1. 


6. ЕГЭ. На рисунке 59 изображен гра- 
фик функции у=/(х) и касательная 
к нему в точке с абсциссой ху. Найдите 
значение производной в точке ху. 


Решение. 


Геометрический смысл производной — 
это Ё.« = # Ф, Ф — острый угол, поэтому 


$#ф>0. 


ов _3 
Ро) 9-37" 


Ответ: 1’(хо)=1. 


1 (хо) = 3 в уравнение каса- 


Е 


ОА] 


ЛАОВ: +5 ф= 


`Т. ЕГЭ. К графику функции у=х*? проведена касательная в точке 


осы У Оу У" оз 
точки (0; 0) 
е точки (0; 0) Ныз 


с абециссой ху =1. Где расположена точка пересечения этой касатель- 


м 


$1. Производная 


ще — ры 


3) в точке (0; —20) 

4) в точке (0; 0) 

Решение. 

Найдем уравнение касательной: 
Пу=Ё (о )(х — 0) +1 (%) 


ы 


* 


э7=(®) = 2 №. =) 

3) Г@)=2:1=2 уУ=2х-1 пересечет ось Оувточке х = 0 
9-Е 1 в 

ВЕТ = (0; —1) 

5) у=2(х-10+8 у=2х-1 


Значит, касательная пересекает ось Оу ниже точки (0; 0), но не про- 
ходит через точку (0; —20). 
Ответ: номер верного ответа: 2. 


Механический (физический) смысл производной 


Мгновенная скорость изменения функции у= 71(%) в точке ху есть 


производная этой функции в данной точке: о, = (07) = 0. . 


Например: 


1 
7 +оае, где и, иа — постоянные, а> 0 


и 


# 1 _ ы 
и —8, = [чан Ро -0 — скорость 
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Решение. 
1) ОДЗ: #20 (+ — время) Мгновенная скорость изменения 


у 1 функции и 
2) в, =, = (1+1) = { р 
2\/++1 | смысл Е ь 


а 
о ое у 
4 би = 


=/}’(Р) — механический 


2. 2/х+б’ 


О : 0(3) ==. 
твет: (3) т 


2. ЭМ. Тело движется по прямой так, что расстояние $ от него до 
некоторой точки А этой прямой изменяется по закону 8(#) =1+4+-— г (м), 
где + — время движения в секундах. Через какое время после начала 
движения тело остановится? 

Решение. 

0, = 3 (К) — это механический смысл производной. 

Функция 3(#) определена при всех значениях # > 0, значит, она 
дифференцируема при Ё > 0: 

и, =3'(®) = (1+4: -#Р)’=4-2: 
Тело остановится, если о, = 0, тогда 4 — 2=0;#=2 (с). 
Ответ: через 2 с. 


Краткие сведения. 1. Определение производной: 


е+Ах)- [(х) 


р види 
= Нм И = 
у (<) ип, хх’ Или Ё(&) Ш, р 


2. Геометрический смысл У^ касательная ый 
производной: У’(х) = а=Ё ы 
(а — угол, образованный каса- 
тельной с положительным на- 
правлением оси Ох) (рис. 60). 

3. Механический смысл про- 


изводной: /’(хо)=0, — мгновен- 


ная скорость изменения функ- 
ции в точке ху. 


$2. Вторая производная фун кции 


| 55 м 


Вторая производная функции 


Ш р =. 
Производная у’ = }^(х) данной дифференцируемой функции у = /(х) 
называется производной первого порядка (первой производной). Она 


представляет собой некоторую новую функцию. Возможно, она тоже 
имеет производную. 


Определение. Производная от первой производной функции назы- 
вается второй производной функции и обозначается У” или |” (х): 


У 
1"(х) = (1х) 
Механический смысл второй производной — это ускорение а, из- 
менения функции в момент времени #: 


/ 


а, = (#) =0: 


Геометрический смысл второй производной: {"(х) влияет на вы- 
пуклость или вогнутость графика функции /(х) на промежутке ./. 

Если /”(х) <0 на промежутке +, то график этой функции имеет вы- 
пуклость вверх (рис. 61, а); если {”(х)>0 на промежутке «7, то график 
имеет выпуклость вниз (или говорят: вогнутость графика; рис. 61, 0). 

Обратите внимание: на рисунке 61, а график расположен под ка- 
сательной, а на рисунке 61, б — над касательной. 


а) 


Уи 


Глава 1. Производная и ее применение 


Нахождение второй производной данной 
функции /(х) 


(1) Найдите область определения функции: П(Г). 
(2) Найдите /’(х) — производную функции. 
(8) Найдите производную функции }’(х), т.е. }”(х). 


1. ЭМ. Дана функция /(х) = 2созх-соз2х. Упростите выражение 
Г” (х) + [(х) 
соз2х 


Решение. 
1) ОДЗ: 


а 
— имеет смысл 


п пл 
соз2х = 0; т. ПЕЙ > Е ПЕЙ 


при 6 =0 
2) №/(х) = (2созх-с052х) =-2зтх+2эт2х (соз „=. =-Еэзшх 


3) 1"(х) = (-2зтх+2зт2х) =-2совх+4с0з2х (и- 
—2созх+4с052х+2с05х—с052х 3Зсоз2х 
О о ——=3 | (сс =-сзшх 
соз2х соз2х 
(з1п вх) =Рсозх 
„; 6+1) _ 


со$2х 
ние вадано уравнением у= а? +6+с. Найдите скорость 


$3. Дифференциальное уравнение гармонических колебаний 
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=0 
При # координата уу и значение и, называются начальной 


координатой и начальной скоростью: 
02 
Уо =а`0`+6-0+е=с; 0 =2а:0+6=6 


ее 

Итак, уравнение у=а{“ +61+с есть уравнение равноускоренного 
движения с ускорением 2а, начальной координатой с и начальной 
скоростью 5% =6. 


Замечание. Если [’(х)=с, то [”(х)=0; механический смысл 
этого; и, =[(х)=с — соп3$, а, =0. (Если скорость движения точки 


постоянна, то ускорение движения равно нулю.) 
Дифференциальное уравнение 
Е 2 
гармонических колебаний у” =-—®``у 


Процессы, которые периодически повторяются (например, коле- 


бания каждой точки натянутой струны, пружины, процессы с пере- 


менным током, магнитным полем ит. д.), сводятся к решению диф- 


"=? . — заданное положитель- 
ференциального уравнения У’=-® ‘И, гдео ад 


ное число. 
ЕО являются функции вида 


и! 
Решениями уравнения У 
— постоянные, определяемые усло- 


(х) = С, т (ох+С,),где Си и С» 
виями задачи. 
Равенство у(>х) = С. эт (®х +02) называют уравнением гармониче- 
=С1 
ских колебаний. 
Уравнение у(#) = Аз (@1+ Ф), 
сота волны), ф — начальная фаза ко 


тяется урак кого колебания, 
ляется уравнением гармоничее лебания 
ие равновесия в момент времени {. 


где А — амплитуда колебания (вы- 


лебания, в — частота колебания, 


где у(р) — отклоне- 


› точки от положения 


ны 
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О ——=—=—=—==——=—=—————ы—ы——_ 


График функции У(#) = А эт (6 + ф) — синусоида, где А — высота 


2п 
волны, Ф — сдвиг графика по оси Ох, Т= а период функции. 


Например: простое гармоническое колебание совершает проекция 
точки, вращающейся по окружности с постоянной угловой скоростью 
® радиан в секунду вдоль вертикального диаметра вверх и вниз по 
закону у(#) = А эт (@ +). 


И Покажите, что функция у= С, созфх+Созшох при любых С, 
и С, является решением уравнения у” = —©?у. 

Решение. 
1) Найдем у’: 


/ 


у’ = (С! созох+С, зтох) =-Созшох+Сюсозюх 


С совох- ых эшох = 


яу= = Сусовох+С отох 
ат 3) 118 (5 


.ВРВДАЕ МАИ 


| 


$ 3. Дифференциальное Уравнение гармонических м 
ебаний 


сре ы 


Решите уравнение у” = кВ у. 
9 


Ответ: у(х) = С, [валн+с, } 


Мет а гармонического 
Алгоритм _ колеб ания, з. аданного Пе р 
в. 51(0%+0) ак 


,. й 
@) Найдите период колебания: Т = а 
© 


(2) Найдите нули функции: зш/(х)=0 при /(х) = дЕ, ЕЕЙ. 


В- 
0х+ Фи = ЛА, ВЕ =^ =: вЕ2 


Фо, ть, а аа = 0; и 2 мо 
[60 (09) [6 


9) Найдите хах из условия: максимум Функция у = $1 х имеет в точ- 


ках +2, РЕЙ: 
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(6) Найдите Утшт = У(хтв). 


(2) Постройте синусоиду по точкам, полученным в пунктах 2-6, по. 


|| лучите эскиз графика функции у= Азшох. Для более точного 
построения графика выберите дополнительные точки. 


; Л 
Постройте эскиз графика функции у=Ззт 2х+ = 


Построение. 


1) Найдем период колебания: у= Аз (6+0) 
т_2"_ 21 _ А=3; 0=2; ф=7 
а - 3 
ю® 2 


2) Найдем нули функции: ие пА- Фо ЗЕ 
© 


Ел — 
6 


3) Найдем 


5) Найдем Хит: 


: й 
бу = 2 Е а 


в.“ 
2 3 2 5 
= +—=-— 
Х пт 2 р) 12+ А, РЕД 
ЕТ: 


Е 5 — = я 
ив 12 12° 12% 


3 
=8зш-—л=-3 
27 


Т) Построим эскиз графика данной функции (рис. 62). 


Замечания. 1. График функции у= зы 2+ получается 


: д 
из графика функции у=3зш2х смещением его на Е влево. 


" 


$3. Дифференциальное уравнение гармонических колебаний 


шв 


Хит = 


п 
=3Ззш| 2х+— 
ы :] 
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ЕРАЗ: 


Применение производной к исследованию функций 


Г. Возрастание и убывание функции 


Определение 1. Функция у=/(х) называется возрастающей (Т) на 
промежутке с С(Т), если для любых х, и хо из этого промежутка, 
таких, что х, > х‚, выполняется условие /(х.) > /(х/). 

Теорема 1. Функция у = [(х) возрастает на промежутке с Г({), 
если в каждой точке этого промежутка |’ (х) > 0 (рис. 63). 


7х) >05 у=Ка)(Т) нау 


На рисунке 63 видно, что в каждой точке промежутка + = [а;6] 
касательная к графику функции у=/(х) направлена вправо-вверх (ее 
угловой коэффициент >05 = 
=%5 9 =’ (х) > 0) и график направ- т 
лен вправо-вверх, т. е. функция 


У2 


возрастает (х, > х, > У>и)). 
У 


Замечание. Если на про- 
межутке Ус 0(]) из условия 
х›>х, следует, что {(х5) > Кх!) 
(1(х›) < 1(<1)), то функция {(х) 


называется неубывающей (невоз- 


ют общее название — монотонные. 


ди: а) у=22; 6) у= хз возраста- 
ее № вр ‘1 "а! 


ь 


ый 
т 


$4. Применение производной к исследованию функций 
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ад у=2х: Ру) = В; у" = (2х) 
рр. 


=2; у’(х)>0=у=2х(!) возрастает на 


= 3, — = и — 3 ' 
бу=х: УЕ; у = (х ) = 35? > у(х)>05у=х8 (1) возрастает 
на ОГ). 

Определение 2. Функция у=/(х) называется убывающей (}) на 
промежутке Тс О({), если для любых х, и х,› из этого промежутка, 
таких, что х› > х!, выполняется условие [(х›) < 1(х1). 

Теорема 2. Функция у = Кх) убывает на промежутке лс О(р), 
если в каждой точке этого промежутка | '(х) < 0 (рис. 64). 


(<) <05у=1()() над 


На рисунке 64 видно, что в каждой точке промежутка +) = [а;6] 
касательная к графику функции у= {(х) направлена вправо-вниз 
(90° <а<180° > ва <0, ееугло- 
УА вой коэффициент # <0=> {"(х) <0) 
и график направлен вправо-вниз, 
т. е. функция убывает (х› > х1 > 
= у2 <). 
Н:. г докажем, что фун- 


кция у = рысь на О(у). 


Ро нео (0; ео) 


фри 
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ыы Нахождение промежутков возрастания 
и убывания функции у= /(х) 


(1) Найдите 0(р). 
(2) Найдите }’(х). 
(8) Решите неравенства {"(х)>0 и /"(х)<0 на рр. 


(4) Запишите промежуток значений х, где [’(х)>0 — это промежуток 
возрастания функции у=/(х), а промежуток значений х, где 
7’ (х) <0 — это промежуток убывания функции И= 7). 

(5) Запишите ответ полностью. Например, у={(х) возрастает (1) на 
промежутке +] и убывает (}) на промежутке ©. 


Замечание. Если функция у= /(х) определена на концах про- 
межутка (в точках х=а и х=6), то промежуток возрастания или 
убывания закрытый: [а; Ь]. Если функция у=/(х) не определена 
в точках ху =а и ху =6, то промежуток монотонности (только убыва- 
ния или только возрастания) открытый: (а;Ь). 

Внимание! Если промежутков монотонности несколько, то 
между промежутками нельзя (!) ставить знак объединения (‹), ануж- 
но писать, например, словами: функция возрастает на промежутках 
(-е5;а] и [6;+°°). 


Примеры 


1. ЭМ. Определите промежутки возрастания и убывания функции 
ю0805(2х? -3х-2). 
Решение. 
ите Р(у) функции: = у= 108% 5 / (х) имеет смысл 
=: Оо ‚о олвифавнус при /(х)>0 
+0,5)>0 ^ ° щеае 
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2х2 —-3х-2=0 
_3+\9+16 
Зо т Ш. 
4 
ва] = 2; Хо =-0,5 


р) = (-©5;-0,5) (2+) (юв,и) = 


иша 


2) Найдите производную функции у = 105) 5 {(х): 
в 22 -35-2'/. 4х-3 | 


У (2х2 —3х—2) 10,5 2(х-2)(х+0,5) 0,5 
3)-4) Найдите знак производной ш,а=ша, 
на ОДЗ: е=2,118 
а)х> 2; пусть х = 3, тогда 
= 8—3 зо 9 20 ель м? 
2.1.3,5:10,5 7110,5 ш 0,5=ш2`=-ш2<0 


На промежутке (2;+©°) функция 
убывает. 
6) х<-0,5; пусть х=-1, тогда 

, —4-3 —7 = ый 
УСО = 


А енот бое 
2—3): (-0,5)10,5 -8110,5 10,5 -Ш2 


На промежутке (-с°; -0,5) функция возр 

Ответ: у=1(х) возрастает на промежутке (-©5; —0,5} я убываят 2 
амежутне (2:+05). 65). При ка- | 
Ви Функция у= /(х) задана своим графиком 34 . Пр | 
ких значениях х /^(%)<0 и Г’) >07 


Функция у= 1 анна 


трав 


р А = 
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3) Определим промежутки Функция у=/(х) убывает (\), 
убывания и возрастания если на(а;6) график направлен 
функции: вниз-вправо. 
промежуток возрастания Г (х) < 0 на (а;6) 
функции у=/(х): [-1,5;2,5] 
промежутки убывания функции 
у=/(х): [-8,5;—1,5] и [2,5;6] 
Ответ: |’(х)> 0 на интервале (-1,5; 2,5) и /’(х) <0 на интервалах 
(-3,5;—1,5) и (2,5;6). 
Внимание! ]|'(х) =0 — строгие неравенства, поэтому при запи- 


си ответа концы промежутков исключены. 
_3. ЕГЭ. На рисунке 66 изображен график производной функции 


у=7’(х), заданной на отрезке [а;6]. Укажите в ответе число проме- 
зрастания. 


$4. Применение производной 
к исследованию ф ы 
ункций 


о е 


ул 


Решение. 
Функция у=/(х) возрастает на промежутке, если для всех х из 


этого промежутка /(х) > 0, т. е. там, где график производной функции 
расположен над осью Ох. Таких промежутков два (на рисунке они 


выделены). 
(Функция у=/(х) убывает на промежутке, где [’(х)<0, т.е. там, 
где график производной функции расположен под осью Ох. Таких 


промежутков три, но об этом не спрашивается в условии задачи и здесь 


это дано как разъяснение.) 
Ответ: два промежутка возрастания. ый 
межутка возрастания функции у=— —. 


одела» 


4. ЕГЭ. Найдите длину про 
_ Решение. | 
в. 1) Ру) = (5+3) ФЦ | 


В ть 1 у ( =\ 
айдем ус: _ 5’ 
бе 
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и —8—=ы=—»——=—=ы=ы"„.—.„._—._._ 


_ 9 5-10 6-5 
те” (х2 +1)? 
3) Решим неравенство: 
2 
[’(х)> 0, в - е. >0%> 
(<? +1)? >0 при хЕВ 
5-52 >0 
51-х?) >0%1-х?>0% 


5х" <1>[|<1%-1<х<1 


4) = > в 


5 
== 


= 


Если /’(х) > 0, то у=/(х) (^) 


возрастает на О(}) 
а 
г. еслиб > 0, ттиа>0 


«<а=>-а<х<а 


7(х) определена на концах 
отрезка [-1;1], значит, она 


возрастает на этом отрезке, 


длина отрезка равна 2 


0 1 е 


Ответ: длина промежутка возрастания функции у=/(х) равна 2. 


5. ЕГЭ. При каком наибольшем значении а функция 


2 $ 
И) — —_ —ах? +ах+1 возрастает на всей числовой прямой? 


Решение. 
1) 2(ф) = (-оэ;+еэ) 
2) Найдем /'(х): 


7(х) — многочлен, значит, 
Рф)=Е 
у=/(х) непрерывна 


Р(х) -(2 3—1 +ах = т) =2х* -2ах+а | и дифференцируема 


Если /’(х) > 0, 
то и=7(х) (7) 


$4. Применение производной к исс 


ледованию функций р 


В -а?-2а, 2<0=>а(а-2)<0 


4 


777777 
0 2 


> 


й 


(>) =Рпх"1 


2 
ах +6х+с> 0, 


а>0 
если 


рр Нд 


Получили [’(х)>0 при любом х, если аЕ(0;2). Проверим знак 
производной на концах промежутка. При а=2; /'(х) = 2(=-12>0 


„д ры 2 
приа = 0; /’(х) = 2х" > 0, значит, (<) возрастает, если а Е [0; 2] 


Ответ: а=2 — наибольшее значение, при котором функция 
у=/(х) возрастает на всей числовой прямой. 


6. ЕГЭ. Укажите промежутки возрастания и убывания функции 


1 
у=шх+—. 
х 


Решение. 


О (у) = (0;+°э) 
2) Найдем у’(х): 


3) Решим неравенства /’(х)>0 
и[’(х) < 0 на О(у): 


шх имеет смысл при х>0 


Дробь Н имеет смысл при х*0 
й 


| =: РИ 
(шх) ==; ь 2 
0 еслиб > 0, тоа>0 
Ь 


Ч 0; еслиб > 0, тоа<0 
ь 


Чат 2х) <0 на промежутке (0;1}, | 
2 >0<х<1 значит, /(х) (№) убывает на И 

х>0 промежутке (0;1] - | 
= $;+95}, 

ка и 

| значит, 0) (7) 


промежутке вы 
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Р(х) 


Ответ: у={(х) возрастает на промежутке [;+оо) и убывает на 


промежутке (0;1]. 
Внимание! При определении промежутков монотонности убе- 


дитесь, что они входят в О(]). 


Проферь обл 


1. Укажите промежутки возрастания и убывания функции 
1) =-х“ +4х? -3. 

2. Определите знак производной функции у=/(х) на промежутках, 
если промежутки возрастания функции [-4;—2] и [1;3], а промежуток 


убывания [-2; 9] ь 


Ответ: 1. [(х) возрастает (1) на промежутках (-<=;У2 ] и [0:2 } 


71(<) убывает (1) на промежутках [8:0] и [М2;+еэ). 2. 1/’(х)>0 на 


промежутках (-4;-—2) и (1; 3); /(х) <0 на промежутке (--2;1).: 


П. Максимум и минимум функции 


Окрестностью точки хо является любой интервал (ху — 1; ху + №), 
где й — некоторое число. 
Определение 1. оз ест определения функции у = {(х) 


ю менение производ 
я $4 При. р водной 
й О к ис >) Ру 
ы * следованию функций 
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%, а) 
‚№ ум р 
6 А(ху; Уо) 
ых У— 
\ у= /(х) 
УФ ь т 
‹ 
|: 
.. № 0 ж-й /® и ® 9 х 4 хоч х 
И" к Г< 
^ ы "мы хо — точка тах /(х) Ху — точка ша /{(х) 
Ув = 7 (50) — тах {(х) У = 1(%0) — шш /(х) 
4 р Рис. 67 
с \ 


Значение /(ху) называется максимумом функции у=[(х) и обо- 
значается условно ух =/(хо) (рис. 67, а). 

Определение 2. Точка ху из области определения функции у = /(х) 
называется точкой минимума этой функции, если найдется такая 
окрестность точки ху, что для всех х * хо из этой окрестности выпол- 
няется неравенство /(ху) < /(х) (рис. 67, 6). 

Значение /(хо) называется минимумом функции у=К(<х) и обозна- 
чается условно уши = (Хо) (рис. 67, 6). . 


Максимум и минимум Функции называются экс- 


Определение 3. 
— точка экстремума).  — 


тремумами функции (это (хо), а о 
3 р ме ча $ ния. 4 РВ = указать мк — 
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ды ЫЫЫВВДДД—З—З.—.—А——————а. 
а) 6) УА 


Е 


Рис. 68 


3. Если на промежутке +] /’(х) =а — постоянное число (а*0), то 
точек экстремума функции на этом промежутке быть не может. 

Стационарной точкой функции у=/(х) называется точка Хо, в ко- 
торой производная равна нулю (7’(м)=0)). 

Критической точкой функции у=/(х) называется внутренняя 
точка области определения, в которой функция непрерывна и произ- 
водная равна нулю или не существует. 


а) 
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Теорема Ферма (необхо ы 
В бееция у-е димое условие существования экстремума). 
С. = имее № 
т в точке х\ экстремум и в этой точке су- 
ществует производная функции 1 (<), то Е )=0 
0 чф . 
тное утв 
Обра утверждение не всегда верно. 
Достаточное условие существования экстремума в точке хо: если 
и переходе через ст 
пр реход р ационарную точку х, производная /"(х) меняет 
знак с «+» на «-», то х) — точка максимума функции [(%), а если 
, 
производная ]["(х) меняет знак с «-—» на «+», то ху — точка минимума 
функции [(х). 

Замечание. Максимум (минимум) функции носит локальный 
(местный) характер в окрестности точки. Это значит, что, говоря 
о максимуме (минимуме) функции, надо обязательно указывать про- 
межуток, о котором идет речь. 


Нахождение максимума и минимума 
через первую производную (правило Г) 


(1) Найдите область определения функции Ор. 

(2) Найдите производную функции #(@®). 

(8) Найдите корни уравнения /"(х) = 0 (стационарные точки). 

(4) Изобразите ось Ох и отметьте на ней О(р), стационарные точки 
(п. 3), изобразите дугами промежутки, на которые разбивается 
0). Подпишите над осью /"(х), под осью 1 (©). 

(5) Определите знак производной в каждом промежутке (методом 


интервалов или через пробное число). оны, 
Поставьте знак производной в каждом промежу 


е (№) функции 
а стрелкой укажите возрастание (7) или убывани (\)Ф 


(под осью). 

Определите, как изменил 
переходе через точки #1, 2, 
«—», то х, — точка максимума; 
«+», то хз — точка минимума; 
может быть точкой перегиба. — 


ая функции 1(х) при 
менила знак с «+» на 
—› на 


а знак производн 
/ 

хз: если [’(х) из 

, если /(х) изменила знак с « 

если (<) не изменила знак, то Х› 


1 
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Например: О 
х 


шах ово 
— г. ни 
Е 2 мы 


Ум хе о Хз 7х Же” 


Найдите значения функции в точках максимума, минимума, под- 
ставив соответствующие значения х в формулу заданной функции 
у= (х) (например, получите ушах = /(х1) или Ут = /(Х3)). 
Замечания. 1. Изображая на оси Ох (п. 4) (р), стационарные 

точки, промежутки, на которые разбивается О({), масштаб учитывать 

необязательно. Поведение функции /(х) можно показать так, как это 

сделано на рисунке 70. 


7’ (х) 


7%) х 


Рис. 70 


2. Если /’(х) не существует в точке х и имеет разные знаки слева 
и справа от точки ху, а х Е О(]) и является ее внутренней точкой, то 


хо может быть точкой острого максимума или острого минимума. 
Такие примеры приведены на рисунке 71. 


у 


$4. Применение производной к 
ь исследов 
‘бованию функций 
й 


ЭМ. Найдите точки экстремума функции у= 


-х8 3х2 +24х—4 


Ц, 
че на промежутке =; . } 
но “< Решение. 
1 (у) = [-& > по условию 7-79 май | 
5 функция | 
$ 2) Найдем у’(х): непрерывная 


У= (-=° —3х2+24х-— 4) =-3х2 —6х+24 и дифференцируемая 


1 
3) Найдем стационарные точки на (у): | На промежутке (5 -] 
У(х) =0 


х=-4 


Е 


3%? —6х+24 =0 <> х?+2х-8=0; | 


+4 
5 5 


В ы )-6) Исследуем точку ху =-4: 


у'(0)=24 (+) 
У'(-4,5) = 49 в" 


и и. =5 а а р. И 7(х) Хх 
т, _на «+, оначит, 2 = 4 точка и 


) изменила знак с «—» 
$ 
| $ | 
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реферь водзы! 


Найдите экстремумы функции у= —3х2 +58. 
Ответ: Утах = 0; Ут = = 


Нахождение максимума и минимума 
через вторую производную (правило П) 


©) Найдите область определения функции 1(/). 


(2) Найдите производную функции /'(х). 

(8) Найдите корни уравнения /"(х)=0 (стационарные точки). 

(4) Найдите вторую производную: {"(х) = (6) . 

(5) Найдите значения второй производной в стационарных точках: 
если ["(х,)>0, то х, — точка минимума; если 7” (х5) < 0, то х› — 
точка максимума; если {"(х.) =0 и /"(х) меняет знак при перехо- 
де через хз, то х; — точка перегиба графика функции; если /"(х) 
не меняет знак, то найдите экстремум по правилу Г. 

Например: для функции у=х“ производная }’(х)=4х3; 4х3 = 
=0=х=0 (стационарная точка); /”(х)=12х°; вторая производная 

1” (0)=0, 7”(х) не меняет знак при переходе через точку х = 0. Значит, 


найдите точку экстремума по правилу 1: у’= 4х3. 


на «+», значит, #40. 


4. Применение производной к и 
$ сследованию ф . 
ункций 
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А ух а) 
6) 
Р”(х)>0 
Г’ (х) <0 
0 - 
Рис. 72 Рис. 73 


(6) Найдите максимум, минимум функции, подставив ху в формулу 
заданной функции у = [1 (х). Получите у „„ = 1 (хо) или уши = 1 (%0). 
Замечания. 1. Если /”(х)>0, то график функции вогнутый 

или выпуклый вниз (рис. 73, а). 

2. Если {”(х) < 0, то график функции выпуклый вверх (рис. 13, 0). 


— Примеры 
1. ЭМ. Найдите значение функции у= _х+2е* в точке экстремума 
функции. 
Решение (по правилу п). 
И Р{у) = (-о9;+09) 
2) у’(х): 


У 


Нео | сет = се" | 
(Ех =; ( НТ 


/ 


У= -х+2е") =-1+2е” 


шим уравнение 769 =0: чем 
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—.{|{|{|{{|{|ЫЫ—ы—Ы—Ы—Ы—Ы—Ы—ывгьыьь м  —ж—ю=—=—=—ы—ы—ы—— 


/ 


4) у’(х) = (-1 + 2") = 


и | _ 
5) у [=5)- 


1>0—>% = — точка т 


1 


Ш 
128 = 


1 
6) 1(х.) = оз) = в - 


= 12+1—-шт/(х) 


Ответ: ЕЯ =ш2+1-—т 1 (Хх). 


2. ЕГЭ. Найдите значение функции в точках максимума: 
ВВ. 2 
12.202 
с”, 3 
Решение (по правилу 1). 
1) О(у) = (-о9;+°09) Р(х) — многочлен 
Функция у=/(х) непрерывная 
и дифференцируемая на П(у) 


2 (ито =ш+и 
во 
; Е 2 
|+ +12х-—99— 
оч За : 


В п 
А 1 
Е 


(ху =Е; (с)’=0 


2 
+25 12 -Оннибанао 


По формулам Виета 


64. Применение производной к исследованию функций 


4)-6) Исследуем точки х=-$3 их- 4 на экстремум: 


УБеь т ЗЕ е. 1’ (<) 


же. р и о" 1(%) > 


1) Производная поменяла знак с «+» на «—» при переходе через точку 
х=4, значит, х› =4 — точка тах /(х). 
3 2 


4 2 
8) ук = (4) =-—+—+12-4-292 - 2118448 292 — 51+56=5 
31.29 3 3 3 


Ответ: ушах =5. 


3. ЕГЭ. При каком значении а функция 


у= ах? +15х-—1 
имеет точку максимума в точке ху =1,5? 
Решение. 
1) Функция у=5//(х) имеет смысл при хе В, Г(у)= Е. 
2) Функция непрерывна и имеет производную: 


й 


я п а 7; 
(== (9 ах? +151] = ( ) ЕО - 


й 


(=? +16х-1) (бо +1бх-1) = 


59 (ах? +151) -[егаыа} = - 


ь 2ах +15 


й ел 2 
55 (сх? +15=—1)' ь ох +15х-1) 5 -(@> +15х-1) 
Е РР АМ т > 
сли функция у=\ Т(<) в точке ы =1,5 =. й > 
0 (трорема 5 о. бы 
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а ыы йыыиаыы 


3а+15=0=>3а=-15 
(при а=-5 выражение а.2,25+22,5-1=0) 


Ответ: функция имеет максимум в точке ху =1,5 при а=-5. 


4. ЭМ. Найдите точки минимума функции 


у=2./3 созх+2зтх-2х+1 
Решение. 
ПБХу) = (-о5; +0°). Функция дифференцируема во всех точках О(у). 
2)—4). Найдем стационарные точки функции (корни уравнения 
[’(х) = 0): 


= (2/3 совх+2втх 2+1) = 
= -2/Зэтх+2созх-2 


(ино) =и’+ь’ 
(Е созх)”=-Ё зшх 


у’ =0>-2\/3зтх+2с0зх-2=0|:(-4) 


В | 1 
——Шх-—с03х+—=0 
2 2 2 


л от И эт 0 соз В-с03 © 11 В = эт (и-В) 
с08—зшх-зш—с05х+-—=0 д 

6 6 2 эшу=-т 
у: = -агсз1п т + 2 
У2 =-—(п — агсзш т) + 2лЕ 
АА ЕЯ (см. стр. 368) 

6 - жа 
"= л-+ели, ПЕЙ 

6 6 


х=2лЕ, В=0; =1; +2; о т.е. В ыы 


> [о уиевяь и п=0; м 
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ВЮ ределим знаки производной на отрезке [0; 2л] 
, 


(=) 05 У2еоез 125 218-58 \3 


равном периоду. 
+2. 5-2=-8+1- 2=-4<0 


= 5п 
Ва "2 НИИ 
Е 3 со 3 2= 
3 1 
[3 -в-ана-ь-вьо 


4п 
Производная при переходе через точку х= = поменяла знак с «—» 


4п 
на «+», значит, х= т точка минимума на промежутке [0; 2%], 


равном периоду функции, поэтому на остальных промежутках П(у) 
знак производной будет повторяться в силу периодичности: 


а али, РЕЙ 


пит 


Ответ: хи аль, ВЕ 1. 


ду Иа 
ЭМ. Найдите точки экстремума функции Их)=3х —4х +2. 


Ответ: хиш =1. 


Ш. Наибольшее и наименьшее значения функции парт 


Определение. Наибольшим ( наименьшим) 
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а наибольшее (наименьшее) значение функции находится на отрезке 
или (Г). 

Иногда максимум (минимум) функции совпадает с наибольшим 
(наименьшим) значением функции. Например, у функций у=зшх 
и У=созх они равны 1 и -—1 соответственно. 


Нахождение наибольшего (наименьшего) 
Алгоритм 
’ значения функции [(х) на отрезке [а; ь] 

(©) Уточните, входит ли заданый отрезок [а;6] в О(р. 

(©) Найдите производную функции /'(х). 

(©) Найдите стационарные точки, рептив уравнение Ё'(х) =0, и выбе- 
рите из них те, которые входят в промежуток [а; ь]. 

(4) Найдите точки х„, в которых функция не имеет производной (кри- 
тические точки). 

(5) Найдите значения /(а), Г(6), (хр) и! (х„). 

(6) Сравните значения функции, полученные в пункте 5, и выберите 
самое большое и самое маленькое. 

@ Запишите ответ словами «наибольшее (наименьшее) значение 
функции на отрезке [а;6] равно ны или символически: 


Ваз - И = РИ) И) =. 


наезд) ен 
| ит: 2 ЕР 2, 
иди вк о М 
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ши —— 


Решение. 
1) 7=[0;2] < | РР) = (Сео; +оо) | 
(= (и 2+2) зах | (2+2) | 


23 — 2х2 +2х+х2 -2х+2= 


= 2+2 
3) Решим уравнение /’(х)= 0: 0 
3х2 -2х =0= х(3х-2)=0 а6=0=> ь= 
Ор) 


д. =0; 2—3 


4) ОЕ [0; 2]; з Е [0; 2] 


5) Найдем 7/(0); /(2); 2}: 


1(6)=2; /(2)=8-4+2=6 


В (2 [2 8. 4 4 /.23 
===] =| = Бе, 59525 
(3 [8] 2) + 29 я" 52 


6) Из чисел 2, 157 и 6 выбираем наименьшее 15 


о : [15 
твет: п/я Зе РР нда 
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вые = 
2 +1 
2. Найдите наибольшее и наименьшее значения функции у=- ^^ 
х 
Решение. я 
| 1) Б(и)= (-°;0) 5 (0;+оэ) у = д 11 
| й Я ® 
р 1 1-1 ( 
| 2) у - [===] = - ор + имеет смысл, 6 = 0 
3) Решим уравнение Г (х) =0: а+6 а 8 ; 
| т! с сс 
| | х2 Л к 
|] -—=0=>\|х= —1 а 5 
| ЕЕ —=0, если 
О ь Ь=0 |) 


4) Найдем точки экстремума функции у=/ (х) (по правилу 1). 


+ — _ + Га) 


а. и 3 70 х 


5) х=-1 — точка максимума; /(-1) =-2- шах /(х); х =1 — точка ми- 
нимума; /(1)=2-пит/(х) 

Максимум единственный на промежутке (-©э;0), поэтому ушах =-2 — 
наибольшее значение /(х) на промежутке (- оо;0). Минимум единст- 
венный на промежутке (0;+0э), значит, у„„ =2 — наименьшее зна- 
чение функции у=/(х) на этом промежутке. 


Ответ: ве 1(х) =1(-1)=-2; т И») =1@)=2: 


дьшее и 


А», 


‘меньшее значения функции 
26. «т ` О 
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ТУ. Построение графиков функций с помощью производной 


ивая Г, является г 
Кр рафиком функции, если каждая вертикальная 
прямая х = а пересекает кривую Г, только в одной точке. 
прямая х = 
з Если пр а пересекает кривую Г в точке (а;6), то 1(а)=ь 
И (рис. 14, а). 
Если прямая х =а, не пересекает кривую [1 , то вточке х=а, фун- 
ети кция у=/(х) не определена (рис. 74, 6). 
Если прямая х=а., пересекает кривую в нескольких точках, то 


0, ли кривая Г. не является графиком функции (рис. 74, в). 
6) 
бы. у^ 
% 
й ый я 
ь | я 
| ® $. 
| 4 ь 
А = 
Рис. 74 


можно проверить, является ли по- 
нкции, для этого достаточно про- 
о точка пересечения © трафиком 


Используя сказанное, всегда 
строенная вами линия графиком Фу 
вести прямую х=а и убедиться, чт 


только одна. 


Алгорит 
5 5: 4205 вивфеае вми9т 99 131 УЗУОТ 


Найдите 2(/).  — фе - 


484 Глава П. Производная и ее применение 


(8) Исследуйте функцию у=/(х) на экстремумы (см. А-34, 35). 
Составьте таблицу значений функции и ее производных. 


Например: 


ыы (а;х) 


(4) Найдите точки пересечения графика с осями координат: 
а) с осью Оу: х=0=>у=/(0) (точка (0;/(0))); 
6) с осью Ох: у=0= {(х) =0, если корни найти трудно, то перей- 


дите к пункту 5. 


5) Для точности построения графика вычислите значения функции, 
взяв дополнительные значения х вблизи экстремальных точек 
и значения х вдали от них (для определения дальнейшего направ- 


ления ветвей графика). 


(6) Постройте систему координат хОу. 
а) На оси Ох отметьте корни (если они есть) и точки экстремума 
(х,); если есть точки разрыва функции, то проведите через них 
вертикальные асимптоты; 
6) постройте точки экстремума (х,; у,) (можно карандашом изобра- 
_ зить максимум или минимум функции в виде «луночки п, Ч», 
в. понять дальнейшее направление графика); 
в) на оси Оу отметьте точку пересечения графика с осью Оу; 
дополнительные (контрольные) точки; 
очки, полученные в пунктах а, б, 6, г, 


Г 


ча 


$4. Применение производной к. и, 
сследованию ф я 
ункции 


Если желаете построить более точный график функции, то найди- 
те точки перегиба графика и выпуклость (вогнутость) графика. 
Для этого: 

, 
1) найдите [”(х) = (Г (<) ; 
2) найдите корни уравнения /["(х) =0 и отметьте их на оси х; 


и’. 
3) определите знак /”(х) на каждом промежутке. 


Например: 


” (х) 


Е о 
м. гг {© х 


Если /”(х)> 0, то график выше касательной [69/0 вогнутый; если 


[" (>) <0, то график ниже касательной 95 выпуклый. 
Если /”(х) меняет знак при переходе через стационарную точку 


(п. 2), то график функции у=7 (х) имеет точку перегиба; если знак 
Г’ (х) не изменяется, то точки перегиба нет. 


Например: найдем точки перегиба функции у= 57 - 342). 
| 1) Найдем у”: у’= 57 - =?) = 58 —6л) =? -2х; = Е (г -2х) Е 


=2х-2. 
р тр к в тот Я 


№; =0—>2х—-2=0=х=1. Вто 
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4) у”(х) поменяла знак при переходе через х =1, значит, х=1 — 
точка перегиба. Найдем у(1): 

1 2 

(1) =—(1-3)=-— 

У) д ) г 


2 
Ответ: = — точка перегиба графика функции. 


Примеры 


3 
1. ЭМ. Постройте график функции (х)=х- — 


Решение. 
В БС) = (-©э;+о°) 
2) Проверим четность, нечетность функции: 
ИК _ С) _ ха х3 ы 
7х) = (-х) 18 д 7(х), 


следовательно, у=/ (х) — нечетная функция, ее график симметричен 
относительно точки О (0; 0). 
3) Исследуем функцию на экстремумы: 


а / 
ид-[х-*) 


о) =051-2 =06х,=-1 х,=1 


= 7 > 


< >) х 


т — точка, в которой минимум 
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о 
З — Точка, в которой максимум 


4) Найдем точки пересечения с осями координат: 


0 
х=0= и(0) = р =0; О (0; 0) — точка пересечения с осью Оу 
хз 
у=0=>х- 5 =0=> 3х 5 =0= (3-х?) =0= 1 =0; м, =—\3; хз = 3 


(- 8; 0), (0; 0) и (./3; 0) — точки пересечения с осью Ох 
5) Найдем дополнительную точку: /(-2)=-2 ы = р точка |-> з 


6) Найдем точки перегиба: 


т Е ”(х) > 0, то график вогнутый 
(=) = си О 


7") =0, —2х=0.5х=0 


(); если ["(х) <0, то график 
выпуклый (^^) 
7 о [”(х) поменяла знак, значит, 


38. 0 = 7(х) % 
1(0)=0—>0(0;0) — точка пере- 
гиба графика функции 


хо =0 — точка перегиба 


7) Построим систему координат 
хОу и все основные точки, учиты- 
вая, что график симметричен отно- 
сительно 0(0;0) (рис. 75). 
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23 
2. Постройте график функции у= 2 
Решение. 
и: : и 
1) В) =(С5;2) о (@;+°5) Дробь — имеет смысл при 
Через точку х,=2 (точку разрыва о 
= 
функции) проведем вертикальную 
асимптоту. х-2#0>х;2 


2) Проверим четность, нечетность функции: 


(-х)? х? х2 
—-2-2 —(^ +2) х+2 
Функция не является ни четной, ни нечетной: СЕТ 


1(-х) = —Г(х). График не симметричен ни относительно точки О (0; 
0), ни относительно оси Оу. 


3) Исследуем функцию на экстремумы: 


/(-х) 


х-2 


СЕ о. 


(х-2} 
Е 2х(х-2)-х2 = х?—4х 
(х—2)? (=—2)? 


х?-4х _ 


= 


5’ 
2% 


$4. Применение производной к 
исследованию Фф и 
ункций 
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4) Точки пересечения с осями: 
— х <. 
“ сосью Ох: 5-05-50; точка 0(0;0) 
| с осью Оу: х=0>у=0, тоже точка 0(0;0) 

#9 5) Дополнительные точки: 
х -8 | -1 ГУ" '10 

1 

у 6. == -1 9 12,5 
3 
6) Построим в системе координат хОу точки экстремума и допол- 

о нительные точки (рис. 76). 


.. 
; в 
2 Зы 


х=2 
А ы 


1 $ *- 


стоят 
в. пож 42 


420%. 


А: 
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Пробы бы! ы 


Постройте график функции у= х3 —3х. Найди- 


3 


те точки перегиба. 
Ответ: рис. 77; О (0; 0) — точка перегиба. 


Рис. 77 


Нахождение асимптот графика функции и= /(х) 


Определение. Асимптотой графика функции } называется прямая, 
к которой неограниченно приближается график функции, никогда ее 
не пересекая. 

Асимптоты бывают вертикальные (х = ху), горизонтальные (У=уо) 
и наклонные (у = #х + 6). 


Нахождение асимптот графика 
(лагорити < / алгебраической функции }{ 


Т. Нахождение вертикальной асимптоты (х = хо) 


График имеет вертикальную асимптоту х = хо в случае, если фун- 
кция задана формулой, содержащей дробь, знаменатель которой об- 
ращается в нуль в точке хо. 

(©) Приравняйте знаменатель дроби к нулю и, решив уравнение, по- 
лучите х = ху. 
(©) Проверьте, равен ли нулю числитель дроби при х = хо: если числи- 

‘тель дроби не равен нулю при х = ху, то х = хо — вертикальная 


‚асимптота 


ертикальную асимптоту к графику функции 


Г 


раизоциро Ни, 
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У —2= 05 х=2; 


2) х’ #0 прих=2, ЗНачит, х=2 — верт 
=2 — икальная асимптота 
(см. рис. 76) (по мере приближения х к значению х( = 2 точки 
ка приближаются к прямой х=2). 1 и 
Замечание. Если функция 
дробь, знаменатель которой не имеет 
нет вертикальных асимитот. 


задана формулой, содержащей 
нулей, то у графика функции И 


ы Е 
Графики функций вида У=—„ имеют асимптотой ось Оу. 
х 


П. Нахождение горизонтальной асимптоты (У=уУо) 


Найдите предел функции при [х| оо. 


Если р 1(х) = у,, то у = уу — горизонтальная асимптота; если 
|х| ео 


р 71(х) = +со, то нет горизонтальной асимптоты. 
Хо 


Например: найдем горизонтальные асимптоты к графику функций: 
5х-3. х к х? +3 
3х+2 1+х 


а) у= 


По“ = Ни = Ни = 
кы=Зх+2 >85, 2 3“ 
хо Ч 


Пт 3+ Ша —— 
еее зая 


5 
Е: — горизонтальная асимитота = _ И вого 


ЗА аль зная 5 к 
а №. А ь 
р 1+ 5 у 


и” 
0-0 
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Ум—ш 


Ш. Нахождение наклонной асимптоты (у=Ёх+Ь) 


®) Найдите # = Пт и 


хо Х 
(2) Найдите 6 = Ша (/(х)-Ёх). 
хо 


Если предел найти нельзя (например, получите 09), то наклонной 
асимптоты нет. 

(8) Подставьте значения # и 6 в уравнение прямой У=№х+6, получите 
уравнение наклонной асимптоты. 


Например: найдем уравнение наклонной асимптоты для функции 
2 
о (см. рис. 76). 


2 
ош а, 
х>ю Хх В С 2) х>>х-2 Ч 


7 
2) ь= та (бе) вх) = Ни [5-1 


х-2 


УЕЁх+Ь > у=х+2 — наклонная асимптота 


Построение графика функции ] по заданным О({) и Е([) 


рафик функции у=] (х), зная, что; 
функции есть промежуток [-3;3]; 


г) нули функции х=-1их=о. 

Решение. 

1) Построим систему координат хОу. 

2) Проведем прямые х=-3 их = 89 = 
цы, в которых будет находиться график. 

3) Если /'(х) < 0 для любогохе (-3; 0), то функция убывает на про- 
межутке [-3;0] › график направлен вниз-вправо. 


—8 и у=4. Получим грани- 


4) Если х=-1 — нуль функции, то график пересечет ось Ох в точ- 
ке (-1; 0). 
Для всех х из промежутка [-3;0] должны существовать значения у 


(уможет принимать любое значение из промежутка [-3; 4] ). 
5) Если /[^ (х) > 0 для всех х из интервалов (0; 2) и (2; 3), тофункция 
непрерывная и возрастает на промежутке [0;3] (график направлен 
вверх-вправо). 
у+ 6) /’(2)=0 при х=2, но так 
как производная не меняет зна- 
ка при переходе через точку х=2, 


4 


| то х=2 — точка перегиба. 
. 7) х=0 — точка «острого» 
\ сы 
в \ ых о прерывна, производная поменяла 
ПЭ». 


3 Хх знак при переходе через точку 


х=0, но в самой точке 


Глава ЦП. Производная и ее применение 


Определение свойств функции по графику 


ЭМ. Функция задана своим графиком (рис. 79). Укажите по гра- 
фику: 

а) область определения у= 2%}; 

6) при каких значениях х 7(х) <—6 

в) при каких значениях х /’(х)= 0; 

г) промежутки возрастания и убывания функции; 


д) наибольшее и наименьшее значения у= Г( № 


В перпендикуляры на ось Ох и запишем 
является областью определения. 
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йдем зна 
6) Найд чения х, при которых Ё (х)<-1; для этого проведем 


прямую у=-1 и из точек пересечения графика и прямой опустим пер- 
пендикуляры на ось Ох. 


Запишем значения х, при которых график у={ (<) проходит ниже 
прямой у=-1, это отрезок [3,5;5] и значение х, =-1,5, при котором 


у=-1 (прямая касается графика). 


й = 
в) /’(х)=0 в точке минимума: хи =-1,5, ав точке х=1 (в точке 


«острого» максимума) /*(1) не существует. 


г) у=/(х) возрастает на промежутке [-55/] (трафик направлен 


вверх-вправо); 


у=1(х) убывает на промежутках [-3;-1,5] и [1;5] (график направ- 


лен вниз-вправо). 
д) 1(1)=3,5 — наибольшее значение функции; 


Й (5) =-3 — наименьшее значение функции (опустите перпендику- 


ляры на ось Оу из точек В и О). 

Ответ: а) Р(Р)=|[-3;5]; 6) /(х)<-1 при х=-5 ихе [3,5;5]; 
в) (х)=0 при х=-1,5; г) у=/(х) возрастает на промежутке [-1,5/1] 
иу=/(х) убывает на промежутках [-3;—1,5] и [1:5]; д) 7@)=3,5 — 
наибольшее, /(5)=-3 — наименьшее значения функции. 


же 


ти». Сделайте чертеж, воли задача геоме- я 
ей 3%: > ВИ СА 


_Запишите «Дано» и «Най 
трическая. | 


и. 7: — и 
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(3) Подставьте полученные в п. 2 величины в первую формулу. 
(4) Обозначьте искомую величину через х и напипгите для нее множе- 


ство значений, которые она может принимать (по условию задачи). 


(5) Запишите формулу из п. 3 как функцию от х. 
Исследуйте полученную функцию на наибольшее или наименьшее 
значение, учитывая п. 4. 
(7) Найдите нужную по условию задачи величину. 
(8) Запишите ответ. 
Замечание. Еслихе [а; 6], то вычислите Ка), (6) и (хо), где 
Хо Е [а; 6] — стационарные точки, сравните эти значения функции 
и выберите из них наибольшее или наименьшее. 


Какой должна быть высота конуса с образующей Г, =20 дм, чтобы 
его объем был наибольшим? 

Дано: 

Конус (рис. 80) 

Г=20 дм — образующая 

У — наибольший 

Найти: Н 


$ 4. Применение производной к исследованию функций 
О 
4) Пусть Н =х, хе (0;20) 


г 2х 

В; 7400-х )= 37(400х -х*) 

6) Исследуем У(х) на наибольшее значение: 
1 

Ух) = 37400 —3х?)=0 


И |. 
[3 в ы = 37400 34?) 
У(х)=0, 400-3х?=0 


В 20...20 У’40)= 5 1400-300)>0 
Ш ^ 
ЖЕ (0; 20) 


а х 
\3 
20 
7) Я — точка максимума, единственная точка экстремума на 


20 203 20 
промежутке (0; 20), значит, при Н зе 88 я объем "(= — на- 


ибольший ‹ _ 20 ;- 
Ответ: объем конуса наибольший при Н г дм. 


Замечание. Если бы взяли хе [0;20], то нашли бы У(0)=0; 


1_20 400) _ я. 
У(20)=0 и ео - наибольши 
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Дано: 
Цилиндр (рис. 81) 
У=400л л= 400л дм? 
5, — наименьшая 
Найти: В, Н 
Решение. 

1) $, =2л8? +21 ЕН 

2) У=лЕ?Н 


400д 400 
п 1 82 
218-400 _ 
== 
4) Пусть ВЕх, хЕ (0;+еэ) 
800л 


4001 =л8?Н > Н 


3) 5=2л18? + 


2п8? + О 
В 


5) 5(х)=2лх? + 


6) Исследуем 5(х) на наименьшее значение: 


’ 


вт 800л 
=4лх- 


х2 


5/(х) = [хх т 


800л _ 
2 


4пх? = 800л| :41 => х3 =200 > х = 200 8 т 8001 <0 


Ее в, 


0 3200 нае 5(х) х 


5”(х)=0=> 4лх- 0 


‚ знак с «—» на «+» при переходе через точку ху = 83/200, 
минимума. Экстремум на промежутке (0;+°э) 
т, в точке хо функция принимает наименьшее 


Тагьтотем чето! 
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р Е= 9200 (дм); н=400 _ 400 : о О 
2 200. =2\200 (дм) 
Ответ: 5, принимает наименьшее значение при В=/200 дми 
Н=2/200 дм 


ЭМ. Рассматриваются всевозможные прямоугольные параллеле- 
пипеды, у которых одна из боковых граней является квадратом, а пе- 
риметр нижнего основания равен 12 см. Найдите среди них паралле- 
лепипед с наибольшим объемом и вычислите этот объем. 


Дано: 

АВСРА. В.С, — прямоугольный 
параллелепипед (рис. 82) 

ВСС,В. — квадрат 

Равср = 12 см 

У — наибольший 


Найти: Ухзаибольший 
Решение. я ава 
ыы 1] И= ыы Н =: ь-оай? (поу 
‚ всС,В, — квадрат» потому ВС=С 2 
. вор 2а+25= =12= 4а+0)-= = 12:25 а+ 
4-5 7 Я: а, пот з фор! 
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Фи 
5) У(х) = 6х? — хз 
6) Исследуем функцию У(х) на наибольшее значение: 
У) = (6х? -2*) =12х-847 
У (>) =0, 12х32 =0] :3>4х-х? =0> 
х=0; ОЕ [с; 6] 
х=4; 4е [0; 6] 
7) Вычислим У(0); У(4); У(6): 
У(0)=6-0*-03=0 
У(4)=6-4? —43 =96-64=32 — наибольшее 
У(6)=6.6? —63 =0 


Ответ: У =32 см3 — наибольший объем. 


ЭМ. Основание треугольной пирамиды 
РАВС правильный треугольник АВС, боко- 
вое ребро РА перпендикулярно плоскости 


$4. Применение производной к ис 
следованию ф Е 
ункций 
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ние. | 
1 
Пу = 5. Н- 148 Я 
) Упирамиды 3 осн за На? З.Н 5 — 
8 2 _ 622 
2) а +Н`=3` (из прямоугольного треугольника РАВ по теореме 
Пифагора) 


а?=9-Н” (удобнее найти а? ) 


Е 
ЗУ: 3 -(9-Н*) Н-тен-н?) 


4) Пусть Н =х, хЕ(0;3) (катет (Н) всегда меньше гипотенузы РВ) 


КЕ 


5) У =ть (9-х) 


6) Исследуем функцию ТУ(х) на наибольшее значение: 


: В- фт / 
а) ед [ 9х Е ( Иа) [’(х) 
ь (®-х) =Е ном 
п = п-1 чт > 
+8 оху- (= т 82? = (=) помо ООВ 


\. : 2 
№ ЩЕ” ) 
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УЗ — точка тах У(х) 8 


У =——(3-1>0 
Максимум единственный на 4 
промежутке (0; 3), значит, при х = 3 |У(<)<0; = (\;3) 
функция У(х) имеет наибольшее ( \} \. В 


Ув) = (48-(8} - 


_ 3. 
е- 6-5 (куб. ед.) 


3 
Ответ: У. вии = г куб. ед. 


1. Периметр осевого сечения цилиндра 6 дм. При каком радиусе 
основания цилиндра его объем наибольший? 


2. В правильной четырехугольной призме диагональ призмы равна 


В. При какой высоте призмы ее объем наибольший? 
_ Ответ: 1.1 дм. 2. НЕ?. 


> 


площадь поверхности имеет цилиндр, 


$; 537 ,- 3 г 


< ры И 
к. ыы М > Ч: 224-66 ДА 


Глава Ш 
ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ 


Первообразная 


Действие нахождения функции по ее заданной производной назы- 
вается интегрированием. 
Рассмотрим две задачи, приводящие к двум взаимно обратным 
операциям. 
Задача Т. Задача П. 
Дано: Дано: 
Е(х) — непрерывная Кх) = Е’(х) 
дифференцируемая функция Найти: 
Найти: Е(х) 
Кх) = Е/(х) 


Решение задачи 1 — нахождение [(х) — производной данной фут: 


Кции Ех), эта операция называется ен ‚рован. 
Решение ода п — нахождение кЦИт 


‚ эта операция на 


х— 
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Определение 1. Функция Е(х) называется первообразной для фун- 
кции /(х) на некотором промежутке, если для всех х из этого проме- 
жутка выполняется равенство 

Е”(х) = [(х) 
(функция /(х) является производной от Ё(х)). 

Если функция Е(х) есть первообразная функции /[(х), то все перво- 
образные функции /[(х) записываются в виде ЁЕ(х) + С, где С — произ- 
вольная постоянная. 


Определение 2. Первообразная Р(х) + С называется неопределен- 
ным интегралом от непрерывной на интервале (а; 6) функции }(х) 


и обозначается символом Годах В 
[7одах =Е(«)+С, 
где /(х)ах = Е’(х)ах =аЕ — дифференциал функции Е; 


знак действия первообразная 
интегрирования для функции /(х) постоянная 
= = 
ПВ. = 2 + С 
—— 
подинтегральное неопределенный 
выражение интеграл 


Свойства первообразных 


1. Если Е’(х)=0, то Е(х) — постоянная величина. 
2. Если Е(х) и Р(х) — первообразные для /(х) и р(х), то Е(х) + Р(х) 
есть первообразная для /(х) + р(х): 

[(ед+ рбе)ах = [тодах + | редах = Е(х)+ Р(х)+С 
(интеграл от суммы двух функций равен сумме интегралов от этих 
функций). 

3. Если Е(х) — первообразная для /(х), то ЕЕ(х) — первообразная 
для Е/[(х), где Ё — постоянная: 
ГеГодах = в [тодах = ВР(х)+С 
_ (постоянный множитель можно вынести за знак интеграла). 


|. 


1 


$ д Первообразная 
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4. Если ЕР(х) — первооб 
разная дл 1 
для [(х), то ъР(#х+5) — перво- 


образная для /(#х+5), где #0, ь _— постоянная: 


ГИвхчьах = РОх+Ь +0 


амечание. Ф 
З ункция /(х) рассматривается на интервале, где 
она определена и непрерывна. 


Геометрический смысл неопределенного интеграла 


Геометрически Р(х)+С — это множество гра- 
фиков, полученных сдвигом графика у=Е(х) 
на Сединиц вдоль оси Оу (рис. 84). Все графики 
будут иметь при заданном значении х, каса- 
тельные, параллельные между собой, с одним 
и тем же угловым коэффициентом й = РЁ»). 

Неопределенность выражения Е(х)+С свя- 
зана с наличием произвольной постоянной С. 


Неопределенность можно устранить, если за- 


дать точку (5 Уь)» через которую проходит 


график. 
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(8) Подставьте значение С в формулу множества первообразных, най- 
денную в пункте 1: получите формулу первообразной, график ко- 
торой проходит через заданную точку. 

Запишите ответ. 


1. ЭМ. Найдите первообразную функции 1(х) =3х-5, график ко- 
торой проходит через точку (4; 10). 


Решение. 


3х? у = Е(х)+С 
О) = [348 [бах =, ——62+0 [ед + род)ая = 
2) хо=4, уу = 10 = [дах + | родах 
8 в 4-6 ох? 
т [вхах==—+С 
ва. 3х2 2 
25--5+6 | Гегодах =втодах 


| 2 
т: Ве) = 35 -бк+6. 


ечание. В дальнейшем формулу [(/(х)+8(х))ах = 
менять устно и сразу записывать сумму 
НН, 
ра я Этна 
* Для функции у = /(х) на 
Е(х)+С, график которой 


7] 
ы * 
Е зе 


$ 


$1. Первообразная 


- ао 
ты Ре а’ ав? = (а-5 


2 \ 
2-х) =2х-х нь. 
Найдем множество всех Нервообразных: 


ва , х<2 (Бр (1) 
% = | (2х-х ах = || =-а, если а<0 

у 2х2 хз 3 Вх? 

\ А-а о Вхах == 
и 7 3 гы во ] > 2 9 
2) Подставим м =0 и у =5 в формулу [ава А о 

у= Е(х)+С и найдем С: п-+1 

8 
2:0 2(0)=х?- С 

о В Сб мы 3 


0 
3) Получим первообразную, график которой проходит через точку (0; 5): 
3 
2 Х 
о 
- 3 


3 


2-45. 
3 


Ответ: у=х 
3. ЭМ. Даны функции 


2 
2 
Е(х)= (=-=) и (д) =-^8 +37 —2х 
Докажите, что функция Ё(х) является первообразной для функции 


Их). 
Решение. 


г „№ = За иу 


; Е(х) является первооб: 


"(х) = -(=- :] » для [(х),е 


> 


2 
,., вене 
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4. ЭМ. Найдите все первообразные функции /(х) =4х-—х?. 
Решение. 
Найдем ЕР(х)+С: 
у= | (4х? их = [4хах- [ х?ах= Р(х)+С = [1одах 
3 3 р п-+1 
в. 7 НИИ С [вах = 358 
2 8 3 п+1 
Е] 
Ответ: Е(х)= 2х2 кс — все первообразные функции /[(х). 


5. ЭМ. Найдите какую-нибудь первообразную функции /[(х)= 


ВЕ 
=2х” +х° +3, которая принимает положительные значения при х=-1. 


Решение. 
1) Найдем множество всех первообразных: Р(х)+С= | (х)ах 
[2 +52 + з)ах = риа 
ь З а [ехах а = +С 
сис : 
4 3 2 3 ах =ьх+С 


2) Если Е(-1) > 0, то это значит, что 


в: © = 90-55051 134650; С-2550; С525 


5 
3) Любое число С 5 будет удовлетворять требованию задачи, на- 


8 
пример С =4, тогда Е(х)= ++ 4 - одна из первообразных 


в} к“ х3 
ее: (= +7 +8х+4. 


‘айдите первообразную Е(х) функции /(х)=е” +4х3, если 
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ВО) = 1 ж = у=- 


Функция /(х) 
1=е+0*+С; —1=1+С; С=-2 


— непрерывная | 


п+1 
х 4 тах - № +С 
3) Е(х)=е Е — искомая п+1 
[е*ах=е* +0 
ее 


Ответ: Е(х)=е“+х“—2. 


Срофрь соды 


Дана функция /(х) =9-3х7. Найдите для функции у= /(х«) перво- 
образную, график которой проходит через точку О (0; 0). 


Ответ: Е(х)=9х- хз. 


Определение. Определенным интегралом непрерывной функции 

Их) на отрезке [а;6] называется число Е(Ь)-Е(а), или приращение 
вообразная 

первообразной функции ЕР(х), где Е(х) — некоторая ня | р 


Функции /(х) на [а; 6]. 


Обозначение определенного инте 


ооо ЗАВ ново о 
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м и 
При вычислении определенных интегралов удобно применить сле- 
дующее обозначение: 
ь 
Е(Ь)- Е(а) = Е(х) 


а 


Формула Ньютона — Лейбница 


Ь ь Ь 
Формула [Тодах = Е(Б)- Е(а), или [Годах =Р(х)| = Е(Ь)- Е(а) 


(взятая нами в качестве определения интеграла непрерывной функции 
на отрезке [а; 6]) называется формулой Ньютона — Лейбница. 


Геометрический смысл определенного интеграла 
ь ь 

Бриз. трап = [/(%)4х = Р(х)| = Е (6)- Е(а) 

а 


а 


(это площадь криволинейной трапеции) 


Свойства определенного интеграла 


. ь а 
1. [/едах =-[Тодах 
а ь 


@ ь с 
2. [Нодах = [Гадах + | (хдах 
и та. ь 


деостиР 


$2. Интеграл 


ь 
Вычисление интеграла | {(х)ах 


а 


@) Упростите выражение /{(х), 
одну из формул (1—4). 


если это возможно, и примените 
Например: И 1(х)+ а(х))ах = Кх)ах+ 8(х)ах 
©) Запишите за чертой Ты Нова — Лейбница: 


| Издат = бе) = Р®)- Ро) 


а 
9) Найдите первообразную Е(х) по таблице неопределенных интег- 
ралов (с. 555-557) и запишите 


ь ь 
ГГодах = В) 


(@) Вычислите значения Р(5) и Е(а) этой первообразной и найдите 
разность Ё(5)-Е(а), получите число, равное значению интеграла 


ь 
Г (х)ах. (Действия выполняйте подряд, не разделяя на пункты, 
а 

применяя их устно.) 


Запишите ответ. 


Вычислите интеграл (1-5). 
1 

1. | 6-4) ах 
-2 

Решение. 

= —1 = 

1) [(5-4жах = [5ах-4 | хах 
-2 _—2 —2 


2) 5х 
ео 


3) 5(-1-(-2))-2((-1? -(-2)?) = 
=5:1-2:(-3)=5+6=11 
Ответ: 11. 


6 
2. [/2х-Зах 
2 


Решение. 
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ь Ь 
(1(х)- в(х))ах = [(хдах- [ асдах 


ь 
Е(х)ах =Е(х)| =Е(Ф)-РЕ(а) 


а 


Пункты алгоритма применим устно. 


6 6 
[ехЗах= 8. (2*-3} | = 
; 3-2 ' 


3 
ОЛЗ:х>-— 
ДЗ: х о 


Сеат 87)- 4 -)- 059<[=) 


а Е 
=3(8° -1)=3 28-5 =85 
ИР ба уаЗсяе 56 тк 


[Мехвах = 2 [вх] 
В=2 


ь Ь 
[годах = Вод] = Е()- Е(а) 


ри нахождении интеграла, 


2. Интеграл 


= ———_. 


(6) ; -8 аа 8 
твет: 9 +2. 


12 
4. | е”ах 
0 


Решение. 
12 
| е’ах =е” 


ь ь 
[дах =Е(х)| =Р®)-Р(а) 


[зт(@х+Бах = еових +6) 


в=— 
Е 


с08(-0,) = с03 0 
Л: 


и. о 


её = 


20 =1 
[е*ах=е’+С 
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Выражение вида Р(х)| +Р(х)| можновычислитьтак: (Е(5) ок Р(Ь)) = 


а а 


-(Р(а)= Р(а)}. 


Вычислите интеграл. 


2 8 2х 3 
1. [2ах. 2. [Гхах. 3. |. 4. [8соз(4х-12)ах. 
—1 0 их 0 


Ответ: 1. 6. 2. 12. 3. :. 4. 251112. 


Определение. Фигура, ограниченная графиком непрерывной фун- 

кции у=/(х), прямыми х=а, х=Ь и отрезком [а;6] оси Ох, называ- 
криволинейной трапецией, где [а;6] — основание трапеции. 
римеры криволинейных трапеций приведены на рисунке 85. 


№ 


68. Криволинейная трапеция 
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7 
г) у 9) УА 
у=-х3з 
у=х*+- 

| 7 | сотой 
Мо 1 - > 

а=-1,6=1 


а=0 
=и 


Рис. 85 


Геометрический смысл определенного интеграла 


ь 
Интеграл | (х)ах есть площадь криволинейной трапеции, огра- 


а 
ниченной графиком непрерывной функции у = [(х) на [а; 6], прямыми 
х=аиу=Ь, отрезком [а; 6] оси Ох; вычисляется но формуле Ньютона — 


Лейбница: 


5 


ь 
фигуры — [Тодах = Р(Ь)- Е(а) 


— Вычисление площади 


(®)) Постройте эскиз графика функций У= $ й надо найти 
(©) Выделите криволинейную трапецию, площадь которо: ь 


они явно не даны). 
® Найдите пределы интегрирования @ и 6 (если 


< Запишите формулу Ньютона — Лейбница: 


ь 
5 едаж-Р@| =Р®-Р®) 
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(5) Вычислите площадь криволинейной трапеции. 
(6) Запишите ответ. 


1. Дано: у= о функция. 
Прямые х=0 их=2. 
Найти: площадь фигуры, ограниченной графиком функции, 


прямыми х=0 их=2 иосью Ох. 


Решение. 

1) Постройте эскиз графика функции у= 3+2 
(рис. 86): 

а) и= х3; 6) опустим ось Ох на 2 единицы вниз. 
2) Проведем прямую х=2. Фигура ОАВС — 
криволинейная трапеция. 


3) а=0; 6 =2 (по условию) 


ь 
4) Эфигуры = (х)ах =Е(х)| = Е(Ъ)- Е(а) 


а 


2 Е х“ 2 и х р 
= = = == + 
5) 5 [с +2)ах 41 [тах ы 


= Р(2)- Е(0)=8-0=8 [пах =вх+С 


Е(2?) = 1р+2-2-8 


Ответ: буигуры =8 КВ. ед. 


$ 3. Криволинейная трапеция 


. 2 
. Дано: =- 
2.Д У=-х“+3х+4 — бд 


Решение. 


1) Построим эскиз графика Функции у=-х? +3х+4: 
ад а=-1 — ветви параболы направлены вниз 
6) нули функции: 

2 
—х`+3х+4=05 2 -3х-4=0; д =-1; х, =4 
2)Криволинейная трапеция ограничена параболой и осью Ох (рис. 87). 

За=-1;6=4 


п+1 


+1 


УА 
4) [х'ах => 
п 


ь ь 
Эригуры = | 1(х)ах =Е(х)| = Е®)-Е(а) 


а 


4 3 2 
5 [ака 


—1 
2 
нас 


ч ь 
м 


зоафециоо очен али ть, Оч 
коим Я 990 3% 
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ь 
о 

Здрм = Замв + ЭмвЕМ + 
+ бверс — Эвср 


2. Если фигура симметрична относительно оси Оу (рис. 88, 0), то 


ь 
5 =25,, где 5, =]| 1(х)ах (удобно вычислять значение Р(х) при 


фигуры 
а= 0). 

3. Если фигура состоит из разности двух криволинейных трапеций 
(рис. 88, в), то 


ь 
Вуагуры = | (7(х)-8(0)) 4х, 


где /(х) — функция верхнего графика, а #(х) — функция нижнего 
графика. 
Е сли фигура состоит из нескольких частей и /(х) принимает 

и отрицательные значения на [а; 6], то необходимо 

ить на такие части, в каждой из которых функция 

лить площади получившихся частей фи- 
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к | В 
| Ь 
\| тчисление площади фигуры, состоящей 


и. й 
3 комбинации криволинейных трапеций 


(1) Постройте эскизы графиков функций по данным в условии задачи. 


(@) Выделите фигуру, площадь которой надо найти. 


} () Составьте формулу вычисления площади фигуры через площади 
криволинейных трапеций (см. Полезный совет 4). 


(&) Запишите, чему равны пределы интегрирования а и БВ, если они 
даны. Если а и ® не даны, то решите уравнение /(х)= =(х) или 
1(х) =0. 
6) Вычислите площадь каждой криволинейной трапеции (см. А-42). 
бы ©) Найдите искомую площадь по формуле (п. 3). 


- (7) Запишите ответ. 


Г] Примеры | 


1. Найдите площадь фигуры, ограничен- 
ной графиками функций и = 2 иу.= 
=2х? —1. 

Решение. 

1) Построение графиков: ь 

а) построим график функции у =Х ; ; 

6) построим график функции у2= 2х2 —1 
(рис. 89) с вершиной в точке (0; —1). 

2) Фигура, площадь которой надо вычи- 
слить, на рисунке 89 заштрихована. 

3) Фигура симметрична оси Оу, значит, 


ь 
к =|(и-У )ах 
ры а Л 9 
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ши 
(см. Полезный совет 2); фигура состоит из разности двух криволиней- 

№ > Ре р 
ных трапеций, ограниченных графиками функций у; =х”, Уз = 2х2 -1 
и осями Ох и Оу (см. Полезный совет 3). 


4) Найдем предел интегрирования 6 (а=0): 


а 
р Я НЕ 
у=2х" -—1 


примем 6=1; а=0 — пределы интегрирования. 
х”Н 


п-+1 
[ах=х+с 


1 1 
5) 5, = | (<=? — (2х? -1))ах = [С +Пах = [х"ах=2 = 
о 0 


ь ь 
ние = [Тодах = Е(х) = 


а 


= 2(Ь)- Е(а) 


Ответ: Буигуры 


Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями. 
№ у=-Зх; прямыми х=-8 и х=-1; осью Ох. 
2. у=х? +х-6 ми 


_ Ответ: 1. Ге кв. ед. 2. Бу игуры =202 кв. ед. 


#2: Найдите Е си во П четверти и ог- 
й графиком ф унции ух —3х, осью Оу, касательной / 


ь | 
ГАед=АЯ 


0) 


$ 3. Ериволинейная трапеция 


Решение. 521 
в“ эскиз графика функции 
зы =? —Зх: 
; Функция у=} (х) непрерывная, дифференцируемая 


инечетная: у(-х) = -х3 +3х = 

и: (9) (9) (0; 0)) 

6) исследуем функцию на экстремум: 

2х) = [г -3х) = (=*) - (3х) = 3х2 —3 

2х) =0= 3х2 -3=05 х? =15=1 х=-1 
‚ р а 


— (> 
У(х) (график симметричен относитель- 


0 сч 


ей 


Яиьх =—1  Ушх == (-1}-3-0=2 СБ) о 

ш=1  ун =/)=0-3-1=-2 (5-2) 9 

в) дополнительные точки: 

х=-2; [(-2)=-8+6=-2, получим точку графика (-2;2) 

х=2; [(2)=8—6=2, получим точку графика (2;2) 

Г нулифункции: /(х) =0= х*-3х=0> х(х? 3) =0 = =0; х, =; 
х; = 3 


точки пересечения с осью Оу: х= 0; у(0)=0=0(0;0) 


Д) уравнение касательной к графику У =Х 3_3х в точке с абециссой 


% =-1: 


У=1(ж)(х-хо +1 (хо) 
Ред) 3228, Рад-ГСО-8-870 


Их) = 1) =2 
У=0(х+1)+2> у=2 
У=2 — уравнение к 


асательной 1 
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—д «Эк 


е) построим эскиз графика. 
2) Проведем АСТОх (рис. 90): САО — криволинейная трапеция, 


ограниченная графиком у=х?-3х, прямой х=-1 и отрезком [-50] 


оси Ох; ОАР — искомая фигура 


3) оль = Зсдро — сло о 


ь 
Ча=хих=-1:6=0 Эвыгуры = [И(о)4х =Р(х)| = 
а 


а 


5) Зслро =СО`РО=1-2=2 (кв. ед.) = Р(Ь)- Е(а) 


о й 20 
СВ | р =. 2 Е № САРО — прямоугольник 
= 
п-+1 
| да 
п+ 


$3. Криволинейная трапеция 


ша 


1, Найдите площадь криволинейной трапеции, 
фиком функции у= {(х), прямыми х=а, 
а) а=2; 6=4; Г(х) = хз 


ограниченной гра- 
х=Б и осью Ох: 


6) =; Ь=0; /(х) = совх 


2. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
у = Ух и у =х. 


1 1 
Ответ: 1.а) 60 кв. ед.; б) = кв. ед. 2. я кв. ед. 


Г, > / 
сиредих —Ка. ремилл> 

Й вабыа прямой 
Найдите площадь фигуры, ограниченной гиперболой у = а 


1 р, 
е ссой Х=2. 
Х=1 и касательной к кривой у= = в точке с абсци 


Ответ: 2-5 кв. ед. 


Приложения 


Приложение 1 


ФОРМУЛЫ 


Законы сложения и умножения 
1. Переместительный закон 


ао -Бта а.б=Ь-а 


2. Сочетательный закон, 
аб с= (а-+ь) +с=а+ (6 +с) 
а.б-с=(а-5) -с=а- (6. с) 


3. Распределительный закон 
(а) -с=а-с+Ь:.с 


Действия над числами 


а 
9.а:0 — нельзя! 13. Ян 


Приложение 1. Формулы 


ада. 


Проценты 


0,01=1%. А ‹ 
1=1%; 100 — 1% числаА 


0 А.п% 
1. А — 100 = ты 
° Е 100% _ А-(0,01-п) — часть от числа 


х— п% 
0, ". В.100% 
в” а 900 — число по части 
В—п% 
жения 
Пропорции 
атс 
р. а ъ 25а — пропорция (а*0,5#0,с=0, 4+0) 
а -4=Ь -с — основное свойство пропорции 
+0 ОИС соб а 
хай 5 а 
) 
Формулы сокращенного умножения 
1. (+5)? = а? +2а6 +6? > а? +2а6 +6" =(а+5} 
. 2. (@—5)* а? Зав? > а? -2а6 +? =@а-5)' 
и 
. аа 8 
ий 3. ав? —(а-6)(а+6) > (а-Ва+=“ Ь 


2 бававиЯ 
4. +63 = (а+5)(а*-а6 +7) > (а+ь)(а? -а6 +5) =а +5 


2\ — „8 — 23 
5. а? = (а—5)(@а*+а6+Р7)2 (а-В)(а’ ча + )=а ? 


> (+5) +за5(а+)=(а+0 


6. (2+6) =а? +За^6 + Зав? +6° 


526 Приложения 
ООО ООО СОС ЕИИИСЕССС СОА СТАС ео 


7. (а-5): = а? — За? + Заб’ - 6? >> (а*- 5?) - ЗаКа — Ь) = (а-ь} 


8. (а+6+с)? =а? +6? + с? +2а6+26е+2ас 
9. а 5“ =(а*-6*) (а? +5?) > (а-В)(а+В (а? +5?) =&“- м 


10. ах? + 6х + с=а(х - х,)(х — х,), 


где х, их, — корни уравнения ах" + 6х+с=0 


Определение степеней 


т 


а — колье приближение © 
| Х7 с избытке › х 


риближение & 
{> г 


Приложение 1. Формулы 
СА нии 


Действия со степенями @>0,5>0,е> 0) 


6. а" *"=ап .а” 


3. (а”"=а””" 8.4" (а 


4. (а-6-с)" =а”.6" + с" 9. а”.Ь”.с" =(а-Ь-с)" 


Определение арифметического корня 
\Уа =Ь — корень, еслиа> 0, 6 >0, 5" =а 


Ма =6 — корень, еслиа>0,6>0, 5 =а 


Действия с квадратными корнями 


1. Ма. Ъ= Ма > /а6 = Ма, а>20;6>0 | 


\ д бережно 


ие 
А... (№2) - р уз ноя 
в 33 ва 


528 Приложения 


Действия с арифметическими корнями п-й степени 


ттт — Да" <> Ма" =”, ВЕМ, тЕМ — 


основное свойство корня п-й степени 
1. /а-56 = а => аб = /а-6 

‚(мау >" (4) 

. (2) =а=а-=(5а)', а>0 

‚ зуа”" == а =” 

‚ УЧа =" а > "Ча = УУа 

‚ /а . У ="Ча"ь" > "ав" = а . У 
тЫ цв 

Ъ м Мы 5 


ям 


Внесение множителя под знак корня 
9. а-Ъ = а’ь, а>0 
110. а. =—4]а|"Ь, а<0 
О 


При ложение 1. Формулы 


Г. 


(Ма+\ и 
ь _Ь-а* 


Ма-\/ь — 
№ сопряженные выражения) 


а ‚п>ва>0 
> _ т/а+ №) 
па та ‚ а>0; 6>0; а*Ь 
> бы" _ тео? +Уаь + 5?) 
Г: "Уа+5Ъ а+ь | 
| РТ [@+ М? —ь | ма? - 
16. а+\ = —— Энни и» — формула сложного 


радикала 
| Решение квадратных уравнений 


1. ах? +6х+с=0, а=0, 6 — нечетное число 


12 2 `а 


+Ур РЕБ? —4ас 
а 


2. ах? +х+с=0, Ь=2т, Ь — четное число 


3. 22+ рх+а=0, р — четное число — 
ой нии биз 
- са ках 
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5. Решение по формулам Виета 


х+рх+а=0 если х*+рх+4=0 
[х.+х, =-р и1+р+4=0, 

тох.=1,х.=4 
|х.-х, =а 


ах* +6х+с=0 если ах? +6х+с=0 
ь иа+ь+с=0, 
хх. =-— с 
а то: =1,х,= с 
в 
= 
Га 


6. Решение неполных квадратных уравнений 


1) ах? +6х=0 2) ах*+с=0 3) ах =0 
ь с 
х, =0; = да =/-—- х=0 


7. Разложение квадратного трехчлена на множители 


х1, х, — корни квадратного трехчлена 


ах? +вх+е=а(х-х,)(х-х,) 


х+рх+а=(х-х,)(х-х,) 


Решение уравнений и неравенств. 
Условия равносильности 


\ 
| Приложение 1. Формулы 


х>а 
2. [<> а> 
х<-а 


3. х<а<=>-а<х<а 


| 8(х)>0 
| 4. |1(х)|= 8(х) > РЕ. 
1(х) =-8(х) 


5(х)>0 
5. |/(х)|< 8(х) > ве >-8(х) 
7(х) <а(х) 


Если 5(х) < 0, то решений нет 


в(х)>0 
6. /(х)]> &(х) > | > 8(х) 
1(х) <—в(х) 
Если &(х) < 0, то |1 (х)|> хехе) 


ы 1х) = =" (х) 
7. УТС) = 8(х) > | (4) >0 


Ге) > 8 (<) 
8. \/(х) ри 


Если 8(х) < 0, то \1(®) > а(х) > х Е Г({) 


29) <а*(х) ) 
9. ИР ©) < 8(х) > 8(*)>0 
1(х)>0 


_ Вели 8 (=) < 0, то решений нет 


у 


р 
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7(<) = &(х) 


10. 105, /(х) = 108, &(х) > им >0 


и 
11. 1ю&,/(х)< 10, 2(х) > Вы — в) 


0<а<1 
0</(х) <&(х) 


| 
(х)> 8(х)>0 


12. 108 /(х)> 105, 8(х) > 
та >8(х)>0 
Логарифм. Свойства логарифмов 
Определение. 105,6 =п — логарифм, если а" =, а> 0, а*1,6>0 
ве Ь, а>0, а=1, 6>0 — основное логарифмическое тождество 
2. 102, а= а>0, а=1 
и. 


3. 105,1=0, а>0, а=1 


ет ао. Е ВОываНЬс =1ю8,6+105,с 
А с>0_ 


мех. 


29 э%, (> ЬЛУ ® >? 
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„108 „в=—1о ыы 
7. 105 ня В ЛОБ, Е Бон в" 


а>0,а=1,6>0, т»-0 


т 
1 р м И 
8. 102 „ я 108.6 > ь тов. в" 


а>0,а=1,6>0, п=0 


туп п п п 
9. ]о : Ги) = —]о ь = -й 1 р 
5 т 8.6 <> —108,6=108, 6" =108.6 


> 0, а>0, а=1 


10. 105.6 =108 „ "> 0 „ Ь" =105,6 
а>0, а=1,6>0 


1 
11. ю#,6=-108,6=108. я > Е. =—ю8,6 


а 


а>0, а=1,6>0 
12. п=10&, а" > 108, а" =п 
а-фа-1 


снования логарифма к другому 


Переход от одного о 
в > 1) 


(а>0, ь> 0, а= 


13. 105,6 = 


Прогрессии 
Арифметическая прогрессия (- (а, )) 
Определение. а,,,=а, +а, пЕМ 
1. а, =а, +4(п-1), пе М — формула общего члена 
+а 


1 п>2 — характеристическое свойство 


3. 4=а„,-а, — разность арифметической прогрессии 


_ @ь + ак 
го 


5. а, =а,-а(п-1) 
6. а, =а,-Аа(п-Ё); Е<п,пеЕМ,ЕЕМ 


7. а, +а, =а,,+а,; пЕМ,ЕЕМ,1ЕМ 


Формулы суммы + (а,) 


5, А, пЕМ 


в, ем 


Геометрическая прогрессия (+ - (6,)) 


Определение. 6,., =6, -4, пе №, 4=1 


— знаменатель геометрической прогрессии 


Приложение 1. Формулы 


в — в — 
3. =, "6,1; П>2, пЕМ— ха = 
рактеристическое свойство 


ТЕ пк. 
4.60, =8, 9 3 Е<п,ВЕМ,пеЕМ 


5. 6, 6, =Ь 16, ; ЕЕ М, пЕ №1 Е М 


6. 6-6, =Ё -94"" 


Формулы суммы - (6) 


9-1 


ь 
а. 


п 


где] а |< 1 — сумма бесконечно убывающей 
геометрической прогрессии 
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Приложение 2 
Табл се ы 
блица исе “едования элементарных функций 

| Область Множество _ а аа РР 

Функция определения | значений Корни Тетность, Пери- Наиб. 'Обрати- ] 

у=/(х) функции функции /()=0 нечетность Промежутки Монотонноеть | одич- Нан о р 

2) (Г) 1-9) =) накопостоянства ность ыР 
№ . 
— м [99 
| Ч 
| Е>0 #>0 Да _| 
| у>Оприх> 0 й а 
(-х0; +) (-05; +) х, =0 (=) =-и) у<Оприх<0 УАЗ Е Нет | 
нечетная #<0 т я Ато 
у>0прих < 0 ух) 
| у<0прих>0 
#>0 
ь 
у>0 при х Е 


ь 
<0 при х<—— 
Ух) у й 


не обладает #<0 


ь 
у>0 при а 


ь 
у<0 прих>-— 


Приложения 


Таблица исследования 


Область Множество 
Функция определения | значений Четность, 
у=7(х) функции функции нечетность 
(Г) Е(Р) 1(-х) =/(х) 


У(-х) =-у(х) 
нечетная 


У(-х) = +У(х) 
не обладает 


Приложение 2. Таблица исслед 


(9 
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Приложение 2 
элементарных функций 
Пери- Г 
Промежутки Монотонность ы ты фе а ‘рыл. 
знакопостоянства Наименьш. мость - 


Е>0 


у>0прих> 0 и - 
| у<оприх<0 ит : 
| 
| м Е<0 ® 
у> 0 прих < 0 ух (9) ь 


у<Оприх > 0 


Е>0 


Гй) 
у>0 при в ь 


Е>0 5 

ь з 

у<0 при х<-— увх+Ь(Т) Е 
Е Е<0 Е 

[=] 

к<0 ух | В 


ь 
| у>0 при Е" 
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г ПРиложения дроложе ние 
бласть т а: — — — 
Функция |оп Множесть = 
м ределения | з 30 а . 
ЕО о Корни Четност, ки Пери-| Наибольш. | Обрати- Нетре 
Тр Функции | ь | нечель омежу МонотфнностЕ —'Годич- || олманшы | мООНЬ ВИ ск: 
ен х) ' 
у=ах* а = 
хо +Ьх+е а>0 ы. и 
[470$ оо) в 
оо Е Е > от ) Ё 
и 1 2а их) = и) И вх>х, ь ]| Я | наименьшее | Да’ при т 
5; У Ах . Е 
. Р-Ь—4ас | не обладает у<0 з 
и =и| 8] при <=“ ы 
\ 2а] | «< наоборот 
ба наибольшее 
у=ах' —_ ы в а наоборот 
а>0 а 
(-20; +0) ы у>0прих> 0 а>0 Е 
(59; +5) х,=0 У(-х)=-и(х) у<Оприх < 0 у=а52(\) Е т Да 
нечетная а<0 а<0 $ и" 
у>0прих < 0 у=ах (0) |: 
у<0прих>0 
(550 | (С:0) Е 
5 0) + 1 5 
(0; +5) =) Нет Их) =-и(х) у>Оприх> 0 и [6 Е Да Да 
нечетная в Нет 
у<Оприх<0 | прихе(-=;0) | Е: 
Е у= т) 
ихеЕ (0; +55) я х 
| 
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| 

| 

| Область Множество и. 
| Функция определения значений Корни В 

| у=/(х) функции функции 1(х) =0 1 ыр я 
рр) ЕСГ) ме 


у=ах? +6 х+с 


а>0 
[уо; +00) 

а<0 
(00; Ис] 


т Е 
У =У 5: 


у(-х) =—и(х) 


у(-х)=—и(х) 


У(-х) = и(х) 
не обладает 


нечетная 


нечетная 


Ак ц | 


Промежутки 
знакопостоянства Монотонность 


Наибольш. 
Наименьш. 


а>0 


| у=ах? +В х+с (т) и 

| а>0 т. 
у>0прих < х, призера) р У=Г( 2) 

ы > я | наименьшее 

у<0 у=ах* +6х+е ($) 8 а<0 

при х, <х<х, н ы бе 
| а<0 наоборот | ПРИ «|9 | и=К ов 
| наибольшее 


а < 0 наоборот 


а>0 
у> 0 прих > 0 
У<Оприх < 0 
а<0 
у>0Оприх < 0 
У<Оприх> 0 


Не обладает 
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Область Множество в ий На 
Непре- 
НЫ определения значений | Корни Четность, Промежутки | монотонноеть | Пери: | Наибольш. | Обрати- ее 
=1(х рункции фу нечет е ыы Монотонность | одич м ость 
(в) ии О И | накопостоянотва Эдит. | Наименьш. | м Е 
у-а* = ——— ны — | 
а>0 
а> : 
а м Нет УС®) чих) у>0Опри ато Е Нет у=ю5,=| Да 
не обладает ХЕ (-с9; +50) 0=а<1 5 
у=а* (+) я 
а>1 | 
у>Оприх> 1 . [Е 
Не обладает у<0 Е т ^) Е 
З =105.х( = 
(0; +=) (22; +) 1 в о ОВ: ы Нет | 
г] не 0<=а<1 0<а<1 Е 
симметричная ИВО ы у=108.х() м 
приб << 
у<Оприх>1 


Приложения 


Область Множество Четность 
определения | значений нечетности 
функции функции И(-х)=+ : 
т Е) х) = +1(х) 


У(-х) = +у(х) 
не обладает 


Не обладает 
рр) 


не 
симметричная 


Приложение 2. Таблица исслед 


Промежутки 
знакопостоянства 


СЕТ 
у>Оприх> 1 
у<0 
при 0 <х<1 
0<а<1 
у>0 
при0 <х<1 
у<0прих> 1 


‚ов арецу т 
Кар 1 


Монотонность 


@-1 
У= 10#.х (1) 
0<а<1 
и= 10&.х ($) 


в 


Не обладает 


Не обладает 


ования элементарных функций 


Наибольш. 
Наименьш. 


Приложения 
в |-—Э—— же 


Приложение 3 
Тригонометрия 


Основные тригонометрические тождества 
1. 3112 4+ с032 и =1 
2. зт? а =1-с03? о 
3. с03? и=1-зшт? а 
эт © = +\/1 — 05? © 
с0$0 = +1112 


эт о 
6. 24а 
№ с050 


Ия 
А ЗЕ 


| 
$. сева= сам 0 = ЛА, РЕЙ 
шо 


Приложение 3. Тригоно метрия 


13. 3110 = 8%: созо 


пл 
: ЧА, КЕЙ 


14. 050, = СЁ 9 зто, 0 ЛА, рей 


15. зесо = 


1 
16. созеса =— 
эт 


юн 


— 


1. 91120, = 2311.0, * ©0380 в. раоо+ь!  юаод ИГ 
Ея) 

2. соз20 = со3? и-—э1” 9 о 

3. соз20, = со? и-—1 =— 


4. соз2а=1-2зш?а = = 3 


п 
0% —+ 
050.” 2 ПР, РЕ 


› ЧА, 
ы Е, РЕ2 


Формулы суммы и разности углов 


: эт (+В) = 10 созВ-+ зщ - соза 
. $11 (0 В) = эт а * созВ —- зтВ- сова, 
. с05 (0+8) = соз@ - созВ — зто зв 
ь с08(0—В) = сова - созВ + та - зтВ 
фа В 
. 18 (а+В) = В **ЕР_ - 


И 
‚ ‚ (+В) = —(1+22), РЕЙ 
1- а - В В 2 


О мы @-В=т+2,), вер 


1+ 24-2 В 


. —1 
. оо + в) = еле ВТ о, В, (%+В) = лЁ, РЕЙ 


сёо 0+ се В 


. 1 
‚ое (а-в) = 89 В+1 р, (ив) иль, ве 


се а се В 


Формулы двойных углов 


ву’ АФ $ > в 
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Приложения 


Формулы тройных углов 
. 31130 = Зэш 9—4 31103 © 
. с0830 = 4с053 &—3608 0 


3 3с030-+с0$394, 
. с03 --^ 


то 311 09—11 30 
эп о щи 


= А 
Э 3 я 


5. 43а = 
ы 1-З22а 6 


Формулы половинных углов 


[о [62 1-соз& 
1. 1—с0з0 = 22 эт = 
с05 эт о 5 | ь 


728 1+ 03 = 2с08? «> Ва В пени 
7 2 2 


ги 1 =2 2 и] 
1+3110 = 2с0$8 Е т 


мс 


ХмЕЙОв: а = 
о © = л(2п+1, пей 
дб ифа- 3) в0о = ЮЗ а00 
1-ю*,095 жюбро 8 
ы ыь 
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545 


2 
. ва= 
в = 
2 
1452 — 
9. (ва = о, ели, пер 
245— 
65 
Формулы суммы и разности 
тригонометрических функций 
Е: а. 
2 2 
2. Ты 
2 2 
8. вос + сова 
р 2 2 
Е [03 + д 9-м 
4. сова созв= 25 В. этш—— ЯВ - аш р. вшР-% 


э11(%+В) 


ИЯ 
‚ о, В=—+лп, пеЕЙ 
030 - созВ 2 


я вов 
ПР Ах: 9. 


| ща-вВ= 811 (9-— —В) ‚Ве +ти, пей $; еж ИХ и 


эт (9 +В) 2 Чу - = (3775 
По Велп, пей 9 7 
7. (ва + св В = это. эт .В’ — кавай ия: 


оз: созВ” | в. Кас ом 


Приложения 
мМмФ— РЖ 


Формулы преобразования произведения 
тригонометрических функций в сумму 


: сова сов = (соз(и В) +с05(9 +8) 
: вута- энаВ = 5 (605(9 В) -с08(9+-8)) 
? па. оозВ = > (5в(и+ В) + (а) 


Тождества, связанные с обратными функциями 


. 811 (агсзшх) =х, хЕ[-1;1] 

. с03(агссозх) =х, хЕ[- 5 

. 5 (агфех) =х, хЕ (-о9;+09) 

. ес (агсоёе х) =х, хе (-о9; +9) 


рр 

. агссоз(созх) = х, хЕ[0;л] 
1. агсёе (5х) =х, < [-1; = 
вова) = х, хе (0;л) 

п(-х) = -агсзшх — 


п 
. агсат (эт х) =х, «| -1; = 


и 
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2 


16. агссозх = агсз 1-х? = агсёя я › ХЕ (0;1) 
Хх 


1 
В атебр ат —= 1 в - } 
2 ссёя = = агсзт о агссоз И хе (0;+оо) 
х 1+х 
1 1 
18. агсеёе х = атс — = агсзт = агссоз—— ‚ ХЕ (0; +0) 
Хх 1+2 1+? 


Таблица значений тригонометрических функций 
основных углов 


ПРО АИ 
ч 
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0 л п п 21 зп 5л л зп 
агс о | эл в" 
6 238 |879 69 4 6 2 
п? в. 30° 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180° | 270° 


360° 
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приложение 3. Тригонометрия 549 
Пи 


элементарных функций 


Г Их) =0 ен ‚_ Промежутки Монотонность | Периодичнос Наибольш. | Обратимость | Непрерыв- 
Ию езнь | ""АКопостояноть | | Наименьш. ность 
=) | | | 
| | 
в(-х) = -вшх [у Е :. т Вумавне = == 
нечетная 9 ве | 
(0+ наибольшее 
НЫ @ Е: | 
1 У < О при д ] у=-1 
и наименьшее | 
п+ 21; Эл), у 
ЕР | - 
‚| 
у = совх 
(Реззо) | 261 г а: 1 Е: | “м ы 
е з(-) = созх |у>0 при х ы л Да у=1 у = агссов х Да 
четная созх (1) на я Е 
И т = | СИ т=2п наибольшее ва [0;л] 
не | 2+2 +2 | Эл 2т] В 
(бт Е: у=< (1) на УЕ 
№ ОЕ ивименьшее 
| [0+2лй;л+ 2лА1, 
з 
[= ль л+2л ВЕ 
ЕЁ 
(-еэ;+05) |(-сауео)| хо = ли, ы 
; = п, —. = - - : 
#Е2 и у=щшх (Т) на Да из Да, на 
а Инт, нечетная я Т=п 
(О+лА;— + ы 
ое нивы и 
у<Опри х 
` ВЕР 
л 
[вон 
Е вЕ2 
—1:1] я | 
пл Е $ 
[==] х агсвын(-х) у>О при 20:1) | увеиены #1 Не обладает Е да 
—аговтх <0 при %(- т 
нечетная й кд) при 21-151] 2 
наибольшее 
п 
И 
2 
наименьшее 
5} 
1 


548 Приложения й 
Исследование 
1 2 ре 4 5 
Е анте | 
Функция (р) — ЕР) — Корни Четность, Промежутки 
ООФ О3Ф 1(х) =0 нечетность знакопостоянетва 


х р | 2) =+/) 


— 


(-оо;+ео) | [-1;1] х =, |з1(-х) =-зтх | у>0 при х 


ВЕД рВтЕая (0+21;л+2ль) 


у < 0 при х 


(л+2л4; 2п+2л1), 
РЕЗ 


— 

п с08(-х) = созх Ты > 0 при х 
Хх =—+лА, четная 
2 п п 
——+2л/;—+2л18 

2 2 
у<0 при х 
3 

Поль; п+2ть , 
2 2 


РЕЗ 
у> 0 при х 


РЕЙ 


%8(-х) = вх 
нечетная 


(О+лй;. +) 


у<0 при х 

[Е нчвочния 
2 

ЕЕ 

у> 0 при х(0;1) 


у <0 при х(-1;0) 
| | 
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элементарных функций 
Моното . Г | ь — 
тонность Периодичность Наибольш. | Обратимость | Непрерыв- 
Наименьш. ность | 
у=этх (Т) на Да У=1 у) = агсэт х Да 
Е Т=2жт наибольшее пе 
Е. п Е наименьший на |-—=— 
2 2 в. 2 
наименьшее 


у=зшх (1) на 
3 
Т роль; л+аль 5 
2 2 


ЕЕ 


Да 


> т 
у = созх (Т) на тол 


[1+ 22; 21 + 21] 


у= созх ($) на 
[0+2л^Е;л + 21], 
ЕЕ 


у=4ах (Т) на 


Слет ‚ 
2 2 


_ ВЕЙ 


м 


наибольшее 


=! 
наименьшее 


у = агссозх Да 


на [о; п| 


Оп | ООО 


551 
х 2 ИЕ. - 
550 Тригонометрия ВИ ых 
Р- АИ иле == и 5 
| тан —— ЕЕ т == = = 8 — — | Непрерыв- 
та | а 3 Парики — Я —Наиболыи, 'Обратимость Еи ] 
Функ т а : ериодичность ибо. ность 
У- 00 | 0х | 7-0 | пилить, | Е —— 
| Усж)=чусо | РН ай Да 
Е — ре Не обладает 
ия) | Убывает | наибольшее 
не обладает | 
15251 | и=0 | 
| наименьшее 
1 ] 
—Ь ть 
1 | 1 х ] ] 
| 
В в 9 р. - Да 
у=агошх (-еез+еь) || | А `Не обладает Нет 2 
-=”) агсв (-х У> 0 при х>0 у = агошх (Т) при 
Л вр Ве 
9013 й аговЕх У<Опри х<0 (=; 
12. нечетная 
== 
| 
|5 
е Ч = ся Да 
у=агссвх (-5;+со) (0;л) Нет И-х) = +и(х) 0<у<лпри `Убывает Не обладает Нет у=сшх 
у 
Бек. не обладает р? 
АИ 
—@— 
| Е 


Решение простейших 


1. зтх=а; |а|<1 
Ша>0; х= (-1)" агсзт ал, РЕ 
2)а<0;х= (-1)**! агозт а+ ле, ЕЁ 
2. сз х=а; @|<1 
Па>0; х = агссоза+ 2 1, ЕЯ 
2) а<0; х=+(п- агссоза) +21, РЕ 71 


тригонометрических уравнений 


3.8 х=а;ае В 
Ша>0; х = агат, ЕЕ 2 
2) а<0; х=-аго а+лЁ, Ее й 
4. в х=а;ае В 
Ша>0; х = агссёе а+ ль, РЕ 
2) а<0; х=п-агосе аль, Ее й 
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Приложения 
к не. ыы, 


Свойства ЕЯ 2 ] 3 |2 4 | 5 
Функция вы РФ) - | Е@) - Корни Четность, Промежутки 
у=1(х) 00Ф ОФ 1(х) =0 нечетность знакопостоянства 
1(-х) = /(х) 
хо У л твое ФР 
у = агссозх В [о;л] ж=1 и(=х) = +у(х) у>0 при 
ВА не обладает тет 


-—- 5% 
11 =® агсё (-х) = и> 0 прих>0 
—агс х у<0 при х < 0 
нечетная 


У(-х) = +у(х) 0<у<лпри 


хЕВ 


не обладает 


Решение простейших 


: ] $ 21: 
па+лА, РЕЯ 7 3 ем. 
па+лЁ, ЕЕ 


у = агсёех (Т) при 


х (55; +) 


Убывает 


тригонометрических уравнений 


3. 8 х= 4 


Не обладает 


Не обладает 


2 
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6 = 
т 8 9 10 
Монотонность Периодичность Наибольш. Обратимость | Непрерыв- 
Наименьш. ность 
Убывает Не обладает У=П у = созх Да 
наибольшее 
у=0 
наименьшее 


552 Приложения 


весне льва 


Приложение 4 


Производная 


1. Определение: {(х)= ше . 
х—> ия 


2. Механический смысл производной: 
Г’(х) =0; — мгновенная скорость изменения функции. 


3. Геометрический смысл производной: 
р Е ". 6 
= касательной = 8 Ф, где ф — угол, образованный 
касательной с положительным направлением оси Ох. 
Уравнение касательной: 


И=7'(%0)(<-х)+71(%5), где (х0;/(х)) — точка касания. 

хо — стационарная точка, если }’(х,)=0 

хо — внутренняя точка О(р) 

Хо — точка максимума, если ][’(х) меняет знак с «+» на «—› при 
переходе через точку ху 

хо — точка минимума, если }’(х) меняет знак с «—» на «+» при 
переходе через точку ху 


Формулы производных функций на (7) 


1. (с’=0 =") 
2. (х’=1 9. =. ЕР” 
с Г 
3. (Ех)’=Е 
4. (Ех+Ь)’ ЕЁ 10. (х+6")/ = Вх)" 


а ] Ыб: х0 < в{ 
ее я = с 


1 Але 332 


Приложение 4. Производная 


ое И 


16. ту") та 
п 
16. (®-71(х))’ = Ех) 
17. (7(<)+ 8(х))’ =[(х)+в'(х) 
18. (и-о)’=и’о+0’-и, где и=/(х), о = в(х) — дифференцируемые 
функции 
19. =) вы ит 
[й |) 
20. (311х)’ = созх; (эт (Ёх+6))’ = Есоз(Ёх+6) 


21. (созх)’ ==зшх; (соз(Ёх+6))’ = -ЁЕэшт(Ёх +65) 


и 1 Е Е 
ео в) =— 
22. фей) со? х 80+) сов? (№х +5) 
‚ 1 . Е 
=“ р Б)) =-— 
23. (св х) Е: (сев (х + )) эт? (Ёх+5) е 
’ ’ В в 
24. (=) Ее (ее = ве" оф "томно $423 и иг Я ь м 


25. (а) =а* ша; 0] =в-а“* ша ] ь р ру 


й 
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Приложения 


й 


Е. 
(Ех+6) ша 


и. 1 
28. (105,х) и. х>0; (ю5.(Ёх+5)) ; Ех+Ь>0 


29. (агсзш х), = = 
1-х? 

30. (агссозх), т |х|<1 

31. (агсёе х) = = 

32. (агссвв х) =- Ти 


Формулы производных сложных функций 


Если и=/(х) и о=в(х) дифференцируемые, то (о(и(х)))’= 
=0’(и)-и’(х) — общая формула. 
1. (мии ы Я 
де" 2/и 
3. (аи)' = а" и’ та 7. (ти) = сози и 
8. (сози)’ ==эши- и” 


р у ей ы й 
в. `9. (ви) =" 
: с05 


О АВА 


$ 
{6+ РЕ 

я т э г м 
Ш > >" > 


№ —-— 


т 
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Приложение 5 
Первообразная, интеграл 


Формулы нахождения первообразных Р(х)-+С, 
или неопределенных интегралов | Кх)ах = Р(х)+С 
| 


[Годах Кх) Е (хе) 
Я 
7 1. [ах=х+С 1 чНы@ 
Г 2. [Вах =Ьх+С й Ех+С 
х2 К % 
Я 3. [хах== С 
[ хах г |: 
п-+1 хп 
4. [х"ах=——+С 
п-+1 
Вх" Рх” 
5. [Вх”ах = а +С, п=-ЬпЕВ 
а (вх+ь)"" (Ех +6)” 
6. Ги( (Ех+ь)’ ах = (+1) ? 
пЕ-Ь #0 


т +0. 5 


ры 
а +, драь = 0 


556 Приложения 
[Годах 7(%) Е(х) 
2 аа —=— 
тм [ехах =е*+С е* е”+С 
ня е: 
12. [еек Те +, ВО ре ес 
Е Е 
х Хх га 
13. Га*ах = ыы +С * в 
ша |588 ша - 
1 
14. [Таж=ш + С, х=0 = т] +С 
ея х 
1 1 ыы 1 1 —| 
15. | ах=оших+Ы+С, х#-2 —_ —шх+8+С 
Ех+Ь Е Е Ех+Ь Е 
вы 
16. [эт хах = -с08х+С зшх —созх+С 
1, [совхах = зтх+С со8х этх+С 
ы =%#х+С, хули, ПЕЙ . ыы 
2х 2 со? х 


о 


=. -=-свх+С, х=лп, ПЕЙ 


1 ев х+С 
эт? х 
| 
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ах 
24. | = = агсзшх+С, -1<х<1 
ыы Я 


ах 
25. а: = ага х+С 


Формула площади криволинейной трапеции 


нат (<) = Е(6)- Е(а), где Е(х) — первообразная 


Формула Ньютона—Лейбница 


ь 
[тодах = Е®)- Е(а) «екумунт А 
7 .имгаатщАА 


Свойства определенного интеграла 


вт 


ь | а у 
1. /едах=-[ Да м опре фжи блинигадеох В 
а о 49 


ыы 


558 Список алгоритмов. Часть 1 
| 
СПИСОК АЛГОРИТМОВ 
Часть 1 
Алгоритм 1. Действия со степенями (с. 8) 
Алгоритм 2. Действия с арифметическими корнями (с. 17) 


Алгоритм 3. 


Алгоритм 4. 


Алгоритм 5. 


Алгоритм 6. 


Алгоритм 7. 


Алгоритм 8. 


Алгоритм 9. 


Освобождение знаменателя дроби от иррационально- 
сти (с. 19) 


Действия с логарифмами (с. 27) 


Перевод комплексного числа из алгебраической фор- 
мы в тригонометрическую форму (с. 38) 


Решение уравнений вида а . х” + =0 (с. 44) 


Нахождение П(у) функции у=2/{(х), п е М (с. 52) 


Нахождение О(у) функции у=10&, [(х) (с. 54) 


Нахождение О(у) функции у= 9. (с. 55) 


Их) 
Нахождение Е (у) — множества значений функции (с. 59) 


Нахождение нулей функции у= ] (=) (с. у) 
Винг: 
опреде четности и нечетности их (с. 66) 


ков нь `‘функ- 
з 


ООО 


74 
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ПОСЛЕСЛОВИЕ ДЛЯ УЧИТЕЛЯ 


Уважаемые коллеги! 


р Основная идея предлагаемого пособия состоит в алгоритмизации 

| процесса обучения математике школьного курса. 

| Для решения стандартной математической задачи — уравнения, — 
неравенства, их систем, исследования функций, построения графиков 
ит. д. — можно разработать алгоритмы. Алгоритм в данном случае 
выступает как средство освоения содержания школьного математиче- 

ского образования. Следуя алгоритмическому предписанию, учащи- 

еся смогут выполнить не только исполнительские, но и ориентировоч- 

ные действия, что обеспечит такие качества учебной деятельности, 

как понимание решения задачи и разумность выполняемых действий. 
| В книге даны направляющие алгоритмы, не привязывающие уче- ^ 
ника к строго определенным рамкам, дающие возможность творче- 
ского выполнения операций. Умелое и осознанное владение алгорит- 
мом обеспечит учащимся переход с репродуктивной учебной д : 
ности на продуктивную (творческую) и даст возможность у 
решать более сложные задачи и применять полу 


ых (неалгоритмических) с 
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стях, чей неудачный в прошлом опыт становится психологической 
преградой на пути успешного освоения учебного материала. Учитывая 
практическую направленность предлагаемого пособия, считаю вполне 
допустимой подобную адаптацию. 

При обучении математике учитель сталкивается с несколькими 
трудностями: 

во-первых, с непониманием учащимися определений основных 
понятий, а непонятное невозможно усвоить и применить; 

во-вторых, с нежеланием учащихся знать формулы, с неумением 
отыскивать их в таблице (из-за незнания метода аналогии) и приме- 
нять на практике; 

в-третьих, с незнанием учащимися основных алгоритмов решения 
задач. Учащиеся не знают, с чего начать решение и какова последо- 
вательность выполнения операций. Вместе с тем необходимым усло- 
вием развития логического мышления является уверенное владение 
учащимися определенными алгоритмами решения стандартных ма- 
тематических задач как базы дальнейших знаний; 

В-четвертых, с неумением учащихся оформить решение задачи 
математически грамотно, обосновать теоретически свое решение. 

Преодолению этих трудностей при изучении математики и посвя- 


щена эта книга. 
С уважением 
Автор 


миру 
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